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U¨ber eins mu¨ssen wir uns klar sein. Der Planet ist nicht in Gefahr.
Wir sind in Gefahr.
Wir haben nicht die Macht den Planeten zu zersto¨ren - oder ihn zu retten.
Aber vielleicht haben wir die Macht, uns zu retten.
– Michael Crichton
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In dieser Arbeit wird ein neues Verfahren zur Lo¨sung der Eisaltersgleichung in konserva-
tiver Form hergeleitet. In Verbindung mit dem Eisschildmodell SICOPOLIS erha¨lt man
somit ein Instrument, das in der Lage ist das Alter des Eises an jeder beliebigen Stelle im
Eisschild zu bestimmen. Hierfu¨r wird zuna¨chst ein numerisches Verfahren zur Lo¨sung der
allgemein gu¨ltigen Altersgleichung formuliert. Anschließend wird durch analoges Vorge-
hen ein Lo¨sungsverfahren fu¨r die Eisaltersgleichung, die den in SICOPOLIS verwendeten
Koordinatentransformationen unterworfen wurde, bestimmt.
Desweiteren werden die fu¨r die numerische Simulation des antarktischen Eisschildes ver-
wendeten Datensa¨tze vorgestellt und Simulationen fu¨r unterschiedliche Randbedingungen
durchgefu¨hrt. Die Ergebnisse dieser Simulationen werden in Hinblick auf ihre U¨berein-
stimmung mit der Realita¨t diskutiert. Besonderes Augenmerk wird auf den Vergleich des
berechneten Eisalters mit den Berechnungen mittels des bisherigen Lo¨sungsverfahrens
gerichtet.
Weiterhin werden Ergebnisse fu¨r fru¨here Warm- bzw. Kaltzeiten diskutiert und Ergebnisse
fu¨r verschiedene Szenarien der globalen Erwa¨rmung vorgestellt.
Abstract
In order to solve the equation of the age of ice in conservative form, a new scheme is deri-
ved. In connection with the three-dimensional polythermal ice-sheet model SICOPOLIS
it is possible to determine the age of the ice at any point within the ice sheet. Therefore
a general numerical solution of the age equation is formulated. Afterwards the coordinate
transformations used in SICOPOLIS are applied.
In addition datasets, which are used to simulate the antarctic ice sheet, are introduced.
Calculations with different boundary conditions are discussed in comparison with the real
state of the ice sheet. In particular the computed age of the ice is compared with the
computations obtained with the previous method.
Furthermore, calculations of former glacials and interglacials are discussed and different
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•c Gro¨ße • im Kalteisbereich
•r Gro¨ße • in der Lithospha¨re
•t Gro¨ße • im temperierten Eisbereich
A Eisalter
Ae Albedo der Erde
A(T ′) Rate-Faktor fu¨r kaltes Eis
At(ω) Rate-Faktor fu¨r temperiertes Eis
A(t)( · ) Rate-Faktor fu¨r kaltes oder temperiertes Eis
a⊥m Volumenfluß durch die CTS
a⊥s Akkumulations-Ablations-Funktion fu¨r die Eisoberfla¨che
a Streckparameter fu¨r die σ-Koordinatentransformation
des Kalteisbereiches
b z-Koordinate der Eisbasis (Lithospha¨renoberseite)
b0 stationa¨rer Wert fu¨r b ohne Eislast
br z-Koordinate der Lithospha¨renunterseite
C Gleitfunktion fu¨r kalte Basis
Ct Gleitfunktion fu¨r temperierte Basis
C(t) Gleitfunktion fu¨r kalte oder temperierte Basis
c spezifische Wa¨rme fu¨r Eis
cr spezifische Wa¨rme fu¨r die Lithospha¨re
D(ω) Wasserdrainage-Funktion
E Enhancement-Faktor im Fließgesetz
F , f , g, h Flußterm bzw. dessen Komponenten
f(σ) Kriechfunktion fu¨r kaltes Eis
ft(σ) Kriechfunktion fu¨r temperiertes Eis
f(t)(σ) Kriechfunktion fu¨r kaltes oder temperiertes Eis
g Schwerebeschleunigung




Hc Dicke der kalten Eisschicht
Ht Dicke der temperierten Eisschicht
Hr Dicke der Lithospha¨re
i, j, kc,t,r Laufindices fu¨r die diskretisierten x-, y- bzw. ζc,t,r-Richtungen
imax, jmax Maximalwerte fu¨r i, j
kc,t,rmax Maximalwerte fu¨r kc,t,r
L latente Schmelzwa¨rme fu¨r Eis
m˙wb Wasser-Massenstrom in den Boden hinein
n Laufindice fu¨r die Diskretisierung der Zeit
nmax Maximalwerte fu¨r n, n˜
p Druck
P ↓kw von der Erde absorbierten Strahlungsleistung
P ↑lw von einem schwarzen Ko¨rper ausgehende Strahlungsleistung
qgeo geothermer Wa¨rmefluß
q, qi horizontaler Massenfluß, bzw. dessen i-Komponente
Re Erdradius
S Akkumulationsrate (Schneefallrate)
Stoday Heutige Akkumulationsrate (Schneefallrate)
S0 Solarkonstante
t Zeit
tij ij-Komponente des Spannungstensors
tRij ij-Komponente des Spannungsdeviators
T Temperatur
T0 Schmelztemperatur bei verschwindendem Druck
T ′ homologe Temperatur (T − TM)
Te Temperatur des schwarzen Ko¨rpers bzw. mittlere Oberfla¨chen-
temperatur der Erde
TM druckkorregierte Schmelztemperatur
Ts,ma(x, y, t) Jahresmittel der Lufttemperatur
T˜s,ma(x, y, t) Jahresmittel der Lufttemperatur aus der Huybrechts Parametrisierung
Ts Eisoberfla¨chentemperatur (10 m-Firntemperatur)
v, vi Geschwindigkeit (baryzentrisch),
bzw. deren i-Komponente
vb, (vb)i Eisgeschwindigkeit (baryzentrisch) an der Basis,
bzw. deren i-Komponente




w, wi Geschwindigkeit einer singula¨ren Fla¨che, bzw. deren i-Komponente
x, y Horizontale kartesische Koordinaten
x Ortsvektor eines beliebigen Punktes im Eisinneren
x0 Ortsvektor eines beliebigen Punktes an der Eisoberfla¨che
z Vertikale kartesische Koordinate (Ho¨he u¨ber NN)
zb z-Koordinate der Eisbasis
zb0 z-Koordinate des entspannten Felsgrundes
zfn z-Koordinate der Isochronenfla¨che n
zm z-Koordinate der CTS
zs z-Koordinate der freien Oberfla¨che
β Clausius-Clapeyron-Gradient
∆x, ∆y Ortsauflo¨sung fu¨r die x- und y-Richtung
∆z, ∆ζc,t,r Ortsauflo¨sung fu¨r die z bzw. die ζc,t,r-Richtung
∆t zeitliche Auflo¨sung
∆Tma(t) Abweichung des Jahresmittels der Lufttemperatur u¨ber dem Eis Ts,ma
von den heutigen Werten
∆Tmax Angenommener, maximaler Anstieg des Jahresmittels der
zuku¨nftigen Lufttemperatur u¨ber dem EisTs,ma
ε Aspektverha¨ltnis
θ, φ, ψ Dissipation-Limiter
κ Wa¨rmeleitfa¨higkeit fu¨r Eis
κr Wa¨rmeleitfa¨higkeit fu¨r die Lithospha¨re
ν Wasser-Diffusivita¨t im temperierten Eis
ρ, ρi wahre Dichte fu¨r Eis bzw. die Mischung Eis plus Wasser
ρa wahre Dichte der Asthenospha¨re
ρr wahre Dichte der Lithospha¨re
σ effektive Scherspannung
σSB Stefan-Boltzmann-Konstante
τV Verzo¨gerungszeit der isostatischen Einstellung der Asthenospha¨re
τc,t,r Zeit im σ-Koordinatensystem fu¨r kaltes Eis, temperiertes Eis
bzw. die Lithospha¨re
ξc,t,r, ηc,t,r horizontale Koordinaten des σ-Koordinatensystems fu¨r kaltes Eis,
temperiertes Eis bzw. die Lithospha¨re
ζc,t,r vertikale Koordinate des σ-Koordinatensystems fu¨r kaltes Eis,




ϕ0 Breitenkreis der Bildebene der stereographischen Projektion
ω Wassergehalt des temperierten Eises (Massenanteil)
[H] typische Vertikaldimension
[L] typische Horizontaldimension






Das Wetter hat schon seit jeher das Leben der Menschen beeinflußt. Wie wird die Ern-
te? Wie kalt und lang wird der Winter? Gibt es Schnee? Drohen U¨berschwemmungen
oder Trockenheit? All dies waren und sind Fragen, die uns bescha¨ftigen. Das Wetter als
unverfa¨ngliches und neutrales Gespra¨chsthema ist geradezu sprichwo¨rtlich. Andererseits
sind Klima, Klimawandel und Erderwa¨rmung Schlagworte, die in den letzten Jahren und
Jahrzehnten in das Bewußtsein der O¨ffentlichkeit geru¨ckt sind.
Aber was ist eigentlich Wetter und Klima? Wo liegt der Unterschied?
• Als Wetter bezeichnet man den momentanen Zustand der Atmospha¨re an einem
bestimmten Ort. Ein Zustand, der sich mit Raum und Zeit sehr schnell a¨ndern kann
[29].
• Klima hingegen beschreibt nicht nur den gemittelten Zustand der Atmospha¨re u¨ber
ein gro¨ßeres Zeitintervall (u¨blicherweise mindestens 30 Jahre) und eine gro¨ßere Re-
gion (z.B. einen Kontinent, eine Hemispha¨re oder gar die ganze Erde), sondern
bezieht auch die Wechselwirkungen mit anderen Komponenten des Klimasystems
mit ein. Das Klima bezieht sich neben der Atmospha¨re (die Lufthu¨lle der Erde),
auch auf die Hydrospha¨re (das Wasser der Erde), die Kryospha¨re (das Eis der Er-
de), die Biospha¨re (das pflanzliche und tierische Leben) und die Lithospha¨re (die
feste Erde) [29, 9].
Wie das Wetter, so ist auch das Klima sta¨ndigen Vera¨nderungen unterworfen. Dieser Kli-
mawandel wird durch vielfa¨ltige Schwankungen der globalen Durchschnittstemperatur
gekennzeichnet, die sich hinsichtlich ihrer Sta¨rke und der Zeitskala, auf der sie ablaufen,
unterscheiden. Die Gro¨ßenordnung letzterer variiert zwischen einigen Jahrzehnten und
mehreren 100 Millionen Jahren [15].
Ursache fu¨r diese Klimaschwankungen sind Vera¨nderungen der Strahlungsbilanz der Erde,
genauer gesagt dem von der Erde und ihrer Atmospha¨re absorbierten Anteil der Sonnen-
strahlen. Hierbei spielen verschiedene Pha¨nomene eine Rolle.
Wahrscheinlich die hauptsa¨chliche Ursache fu¨r das Auftreten von sogenannten Eiszeit-
13
KAPITEL 1. EINFU¨HRUNG
altern, in denen es, im Gegensatz zu Warmzeitaltern, zu großfla¨chigen Vereisungen der
Erdoberfla¨che kommt, ist das Vorhandensein von ausgedehnten Landmassen in den Po-
largebieten aufgrund der Kontinentaldrift. Nur dann ist die Bildung großer Eismassen aus
akkumuliertem Schneefall u¨berhaupt mo¨glich, die wegen ihres hohen Ru¨ckstrahlvermo¨gens
einfallenden Sonnenlichts, ihrer Albedo, zu einer verringerten Energieaufnahme der Erd-
oberfla¨che und damit zur Abku¨hlung fu¨hren.
Auch die periodischen Schwankungen von Bahnparametern der Erdumlaufbahn, wie der
Bahnexzentrizita¨t mit einer Periode von 96000 Jahren , die Schwankung der Erdachsnei-
gung relativ zur Bahnebene (40000 Jahre) und die Pra¨zession der Erdachse in Verbindung
mit der Orientierung der Bahnellipse im Raum (21000 Jahre), beeinflussen die Sonnenein-
strahlung und ihre Verteilung [35, 20, 2]. Sie sind unter anderem fu¨r die wohl bekannteste
Klimavera¨nderung, dem wiederholten Wechsel von Eiszeiten und Warmzeiten in dem seit
ca. 2 Millionen Jahren andauernden Eiszeitalter, dem Quarta¨r, verantwortlich.
An dieser Stelle sollte man aber auch die verschiedenen, teils unbekannten Zyklen nicht
vergessen, die die Sonne durchla¨uft, und die zu Vera¨nderungen der Strahlenintensita¨t
fu¨hren ko¨nnen. Auf diesem Gebiet ist noch einiges an Forschungsarbeit zu leisten, erst
mit einer weit la¨ngeren Beobachtungsdauer, als heute, und wachsendem Versta¨ndnis der
Vorga¨nge innerhalb der Sonne, wird man in der Lage sein diese Variationen vorherzusagen.
Ein weiterer bedeutender Faktor ist das Absorbtionsvermo¨gen der Erdatmospha¨re fu¨r
langwellige Wa¨rmestrahlung, die von der Erdoberfla¨che reflektiert wird. Hierbei spielt
die Zusammensetzung der Atmospha¨re, insbesondere der Anteil bestimmter Gase, wie
Wasserdampf, Kohlendioxid, Methan und FCKW, eine wichtige Rolle. Eine kurze Bei-
spielrechnung soll dies verdeutlichen:
Fu¨r die von der Erde absorbierte kurzwellige Sonnenstrahlung gilt
P ↓kw = 4piR
2
eS¯0(1− Ae), (1.1)
mit der absorbierten Strahlungsleistung P ↓kw, dem Erdradius Re, der Albedo Ae und der
mittleren Solarkonstante S¯0 = 342W/m
2, die die von der Sonne eingestrahlte Energie-
menge pro Quadratmeter Erdoberfla¨che beschreibt.
Des weiteren ergibt sich fu¨r die von einem schwarzen Ko¨rper aufgrund seiner Tempera-
tur ausgehenden, langwelligen Strahlung, die Strahlungsleistung P ↑lw nach dem Stefan-
Boltzmann-Gesetz zu





wobei σSB die Stefan-Boltzmann-Konstante und Te die Temperatur des schwarzen Ko¨r-
pers, also der Erde, darstellen. Da die Stahlenbilanz fu¨r ein derart konstruiertes System
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ausgeglichen sein muss, gilt
P ↓kw = P
↑
lw, (1.3)




)1/4 = −18 ◦C. (1.4)
Die tatsa¨chlich gemessene mittlere Oberfla¨chentemperatur liegt aber bei Ts = +15
◦C. Es
ergibt sich also eine Differenz von 33 K, die auf die Absorption der reflektierten Strahlung
zuru¨ck zu fu¨hren ist.
Dieses Pha¨nomen nennt man den natu¨rlichen Treibhauseffekt. Im Gegensatz hierzu
steht der vom Menschen verursachte antropogene Teibhauseffekt, von den Medien miss-
versta¨ndlicherweise als “der Treibhauseffekt” bezeichnet.
Der antropogene Anteil am Treibhauseffekt la¨ßt sich auf die mit der Industrialisierung
einhergehenden Erho¨hung der Kohlendioxid-, Methan- und FCKW-Konzentration in der
Atmospha¨re zuru¨ck fu¨hren [9]. Abbildung 1.1 zeigt die Entwicklung der Temperatur und
der Kohlendioxidkonzentration relativ zu heute in den letzten zweihundertfu¨nfzig Jahren.
Sie zeigt den Anstieg der Kohlendioxidkonzentration seit Beginn der Industrialisierung
Anfang des neunzehnten Jahrhunderts um mehr als ein Drittel auf heute 375 ppm, und
den damit verbundenen Temperaturanstieg von ca. 0.75 ◦C.
Abbildung 1.1: Entwicklung der Kohlendioxidkonzentration [12] und der Jahresmitteltempe-
ratur [10] in den letzten 250 Jahren.
Ein solch starker Anstieg der globalen Jahresmitteltemperatur, allgemein als Erder-
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wa¨rmung oder “global warming” bezeichnet, der in seiner Intensita¨t wahrscheinlich so-
gar noch weiter zunimmt, bleibt nicht ohne Folgen, wie z. B. eine ra¨umliche und zeitliche
Umverteilung von Niederschla¨gen andeutet. Aber auch das Abschmelzen alpiner Glet-
scher, sowie ein zunehmender Masseverlust der polaren Eiskappen resultieren aus der
Erwa¨rmung, was zu einem Ansteigen des Meeresspiegelniveaus fu¨hrt.
Vor allem der Massenverlust der polaren Eisschilde, deren vollsta¨ndiges Abschmelzen im
Falle von Gro¨nland einen Anstieg des Meeresspiegels um 7,2 m und im Falle der Antarktis
einen Anstieg von 61,1 m bedeuten wu¨rde [8], birgt ein großes Potential an katastrophalen
Auswirkungen:
• Regionen wie Bangladesh werden schon heute regelma¨ßig von schweren U¨berschwem-
mungen heimgesucht.
• Koralleninseln, wie Bora-Bora oder Saipan, wu¨rden bei einem geringen Anstieg des
Meeresspiegels einen Großteil ihrer bewohnbaren Landfla¨che verlieren oder gar voll-
sta¨ndig von der Landkarte verschwinden.
Aber ein Meeresspiegelanstieg wu¨rde nicht nur in fernen La¨ndern zu schwerwiegenden
Vera¨nderungen fu¨hren, sondern auch in unserer unmittelbaren Nachbarschaft:
• Die Deiche an der norddeutschen und niederla¨ndischen Ku¨ste haben ihre maximale
Ho¨he erreicht und ko¨nnen aufgrund der Bodenbeschaffenheit wa¨hrend einer Flut
nicht weiter ausgebaut werden. Eine U¨berflutung dieser u¨ber Jahrhunderte dem
Meer abgerungenen Landstriche wa¨re die Folge.
• Viele Seeha¨fen der Welt, so auch der Hamburger Hafen, mu¨ßten bei einem Anstieg
des Meeresspiegels um 40 cm bis 60 cm komplett neu gebaut werden.
Bei solch katastrophalen Auswirkungen ist es umso wichtiger zu verstehen, wie und in
welchem Maße der Mensch das Klima beeinflußt oder vera¨ndert. Um dieses Ziel zu errei-
chen, ist es aber notwendig, das a¨ußerst komplexe Klimasystem mit seinen teils heftigen
natu¨rlichen Klimaa¨nderungen selbst besser zu verstehen.
Ein wichtiger Bestandteil dieses Vorhabens ist es, Erkenntnisse u¨ber das Klima vergange-
ner Zeiten zu sammeln. Hierfu¨r wertet man verschiedene Quellen, in denen Informationen
u¨ber das Klima archiviert sind, aus. Solche Klimaarchive sind zum Beispiel Wetterauf-
zeichnungen, wie sie mancherorts schon seit mehreren Jahrhunderten gefu¨hrt werden, aber
vorallem auch natu¨rliche Quellen, wie die Ringe eines Baumes, Sedimentbohrkerne und
nicht zuletzt Eisbohrkerne, die man aus Gletschern oder den beiden großen Inlandeisschil-
den auf Gro¨nland oder in der Antarktis gewinnt.
Besonders Eisbohrkerne bieten eine Fu¨lle von Informationen u¨ber die chemische Zusam-
mensetzung des Niederschlags und der Atmospha¨re, da sich in Luftblasen die Atmospha¨re
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in ihrer Zusammensetzung, wie sie zu der Zeit herrschte, als sich das Eis formte, erhal-
ten hat. Nun gibt es die Mo¨glichkeit, diese Daten mit der Temperatur, die man aus der
Deuteriumkonzentration δD1(siehe Abbildung 1.2) ermitteln kann, in Verbindung zu brin-
gen. Im Falle langer Eisbohrkerne, wie man sie bei Tiefbohrungen in der Antarktis und
Gro¨nland gewinnt, erha¨lt man so Daten u¨ber mehrere Klimazyklen hinweg. So deckt der
Bohrkern, der an der russischen Antarktisstation Vostok in den achtziger und neunzi-
ger Jahren des vergangenen Jahrhunderts gezogen wurde, vier Klimazyklen ab, mehr als
420.000 Jahre [36].
Abbildung 1.2: Vostok-Bohrkern [36]: Deuteriumkonzentration u¨ber die Tiefe in δD.
Aber ganz speziell bei diesen langen Bohrkernen tritt ein großes Problem zu Tage, na¨mlich
das Problem der Datierung, also die Bestimmung der Funktion A(D), in der A das Alter
des Eises bezeichnet, das ist die Zeit, die vom Zeitpunkt des Auftreffens des Eispartikels
als Schnee auf der Oberfla¨che bis zur Gegenwart in der Tiefe D verfloß.
Durch die jahreszeitlichen A¨nderungen der Temperatur und des Schneefalls bilden sich im
Eis der Eisschilde und Gletscher klar unterscheidbare Schichten, vergleichbar der Schicht-
bildung in Sedimentablagerungen, die man optisch oder durch Messungen, wie zum Bei-
spiel der elektrischen Leitfa¨higkeit, bestimmen kann. Allerdings kommt es mit zunehmen-
der Tiefe und dem damit zunehmendem Druck zu Vermischungsprozessen einerseits und
zur Kompression der Schichten anderseits. So sind im Vostok-Bohrkern Jahresschichten
in 150 m Tiefe im Mittel ca. 20 mm dick, in 3000 m aber ho¨chstens noch 2 mm. Daraus re-
sultiert, dass ab einer gewissen Tiefe die einzelnen Schichten erst optisch und dann auch
meßtechnisch nicht mehr unterscheidbar sind, und somit eine Datierung einfach durch
Abza¨hlen der Jahresschichten nicht mehr mo¨glich ist [1].
Die zeitliche Einordnung der Daten ist aber fu¨r die Auswertung und fu¨r den Vergleich mit
anderen Klimaarchiven, welcher Art diese auch immer sein mo¨gen, zwingend erforderlich.




So ist die Bestimmung einer Altersverteilung u¨ber die Tiefe (siehe Abbildung 1.3) an der
Position der Bohrung von ebenso großer Bedeutung wie die Gewinnung und Analyse des
Bohrkerns selbst.
Ziel dieser Arbeit ist es, einen Algorithmus auf Basis eines Total Variation Diminishing
(TVD) Verfahrenes [30] zur Eisalterbestimmung in das Eisschildmodell SICOPOLIS zu
implementieren. Der Vorteil einer solchen Altersbestimmung la¨ge darin, dass man nicht
nur eine Altersverteilung u¨ber die Tiefe an einer bestimmten Position erha¨lt, sondern dass
das Altersfeld des gesammten Inlandeises bestimmt wird.
Abbildung 1.3: Vostok-Bohrkern [36]: Altersverteilung u¨ber die Tiefe.
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2 Datierung von Eisbohrkernen
Als hydrodynamisches Problem ist die Altersbestimmung des Eises eigentlich einfach.
Dazu gibt es im wesentlichen vier Vorgehensweisen, und jede besitzt ihre Tu¨cken.
• Die lokale Methode
Hierbei wird zuna¨chst versucht, durch Messungen und Beobachtungen der Gege-
benheiten an der Bohrposition Informationen u¨ber das Fließverhalten des Eises und
der Schneefallrate zu erhalten [27, 36]. Anschließend wird basierend auf diesen In-
formationen ein vereinfachtes, im allgemeinen 1-dim oder 2-dim, zeitunabha¨ngiges
Modell des Eisfließens formuliert. Mit diesem Modell wird nun die “Thinning Func-
tion”, die das Verha¨ltnis von aktueller Schichtdicke zu urspru¨nglicher Schichtdicke
darstellt [11], bestimmt. Und mit ihrer Hilfe la¨ßt sich die Altersverteilung u¨ber die
Eindringtiefe berechnen.
Die Vorteile eines solchen Vorgehens liegen darin, dass zum Einen, aufgrund des
ra¨umlich begrenzten Gebietes, in dem das Eis des Bohrkerns als Schnee auf das Eis-
schild auftraf, ein genauerer, die Wirklichkeit besser wiedergebender Ansatz fu¨r die
Schneefallrate formuliert werden kann. Zum Anderen ist es leicht, bereits auf andere
Art und Weise datierte Punkte einzufu¨gen, wie den durch strategraphische Metho-
den datierten oberen Teil des Bohrkerns oder Punkte die sich durch ein datiertes
Ereignis, wie z.B. dem “Last Glacial Maximum” vor 21 000 Jahren, auszeichnen.
Von Nachteil bei diesem Vorgehen ist zum einen die im allgemeinen stark vereinfach-
te Dynamik, die meist mehr durch auf den wissenschaftlichen Instinkt beruhenden
Annahmen und Interpretationen gestu¨tzt wird, als durch tatsa¨chliche Physik - wenn
auch diese Annahmen und Interpretationen bei der schlechten Datenlage ha¨ufig bes-
sere Ergebnisse liefern mo¨gen. Zum anderen kann man die Beschra¨nkung auf eine
bestimmte Bohrposition bestenfalls als unbefriedigend bezeichnen.
Auf einer vo¨llig anderen Herangehensweise bauen die drei folgenden Methoden auf. Hierbei
wird in einem ersten Rechenschritt zuna¨chst das Geschwindigkeitsfeld v(x, t) als Funk-
tion von Position x und Zeit t mittels eines hydrodynamischen Modells des Eisschildes
berechnet. Ist dieses Feld bekannt, so kann man anschließend das Alter A(x, t) des Eises
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durch folgende Schritte ermitteln.
• 1. Methode (Lagrangesche Partikelverfolgung)
Man integriert die Differentialgleichungen
dx
dt
= v(x, t) (2.1)
unter den Anfangsbedingungen
t = t0, x = x0. (2.2)
Ist t0 die Zeit bei der ein Eispartikel als Schnee auf den Oberfla¨chenpunkt x0 fiel,
dann la¨ßt sich durch Integration der Zusammenhang
x = x(t;x0, t0) (2.3)
ermitteln. Zur Zeit t ist dann das Alter des Eises im Punkt x durch A = t − t0
gegeben.
Die Schwierigkeiten dieser Methode liegen in der Erzeugung von Alterswerten im
gesamten betrachteten Eisschild. Zum einen muß man in regelma¨ßigen Absta¨nden
Eispartikel auf der Oberfla¨che aufbringen, um u¨berhaupt eine Altersentwicklung
zu erhalten. Zum anderen ist durch das Fließverhalten des Eises - die Eispartikel
bewegen sich der Schwerkraft folgend nach unten, aber vorallem auch zum Rand
des Eisschildes - das Zentrum des Eisschildes nur du¨nn mit Punkten x, an denen
das Eisalter bekannt ist, besetzt. Diesem Problem kann man begegnen, indem man
immer wieder die Alterswerte von den im Raum beliebig verteilten Punkten x auf
Punkte x˜ interpoliert, deren (x, y)-Koordinaten den x, y-Koordinaten der Stu¨tzstel-
len des Rechengitters entsprechen. Anschließend verfolgt man die Teilchen von die-
sen Punkten x˜ aus weiter. Allerdings ist der Rechenaufwand enorm und die ha¨ufigen
Interpolationen bieten ein großes Fehlerpotential.
• 2. Methode (Eulersche Methode)
Hier geht man von der Gleichung
dA
dt
= 1, A = A(x, t) (2.4)
fu¨r das Alter aus, die fast trivial integriert werden kann und zu A = t− t0 fu¨hrt. De
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facto muß man die Gleichung (2.4) aber in der Form
∂A
∂t
+ (gradA) ·v(x, t) = 0 (2.5)
lo¨sen. Dies ist eine hyperbolische partielle Differentialgleichung, deren numerische
Integration wegen ihrer Anfa¨lligkeit fu¨r numerische Instabilita¨ten schwierig ist. In
dieser Dissertation wird im Detail darauf eingegangen. Die numerische Lo¨sung wird
durch ein Total Variation Diminishing (TVD) [30] Verfahren bewerkstelligt, da schon
deren einfachste Vertreter, wie zum Beispiel das First Order Upstream Verfahren,
kurz UP1 genannt, Stabilita¨t mit einer recht hohen Genauigkeit kombinieren.
• 3. Methode
Man kann das Eisalter auch dadurch bestimmen, dass man die Isochronenfla¨chen
verfolgt. Um die Evolutionsgleichung dieser Fla¨chen herzuleiten, sei mit
z = zfn(x, y, t) (2.6)
die Gleichung einer solchen Fla¨che bezeichnet. Ihre Evolution kann durch totale









vy − vz = 0, (2.7)
worin (vx,vy,vz) die x, y, z-Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes sind. Die Null
auf der rechten Seite dru¨ckt aus, dass die Isochronenfla¨chen materielle Fla¨chen sind.
Die Gleichung (2.7) ist hyperbolisch und beschreibt die Isochronenfla¨che zur Zeit
t, falls zur Zeit tn < t zfn die Eisoberfla¨che zs(x) fu¨r alle Akkumulationspunkte x
darstellt:
zfn(x, tn) = zs(x). (2.8)
Wird Gleichung (2.7) fu¨r die Anfangsbedingung (2.8) integriert, so stellt die Fla¨che
zfn(x, t) die Isochronenfla¨che zur Zeit t mit dem Alter An = t− tn dar.
Wegen der Hyperbolizita¨t ist auch fu¨r das Anfangswertproblem (2.7), (2.8) die Ver-
wendung eines TVD-Integrationsverfahren angebracht.
Diese Methode stellt im Prinzip eine Kombination der anderen beiden Methoden
dar und ist auch die Erfolg versprechenste der drei. Sie ist aber auch, a¨hnlich wie
Methode 1, mit einem hohen numerischen Aufwand verbunden. Dieser Rechenauf-
wand ist zwar geringer als bei der Teilchenverfolgung, aber es scheint doch zu diesem




3 Das Eisschildmodell SICOPOLIS
Das Eisschildmodell SICOPOLIS (SImulation COde for POLythermal Ice Sheets), auf
dem diese Arbeit aufbaut, ist ein dynamisch/thermodynamisches Modell von auf festem
Grund aufliegenden großen Eismassen, den sogenannten Eisschilden, manchmal auch als
Inlandeise bezeichnet, wie in Abbildung 3.1 dargestellt.
Abbildung 3.1: Schematische Darstellung eines Eisschildes [18, modifiziert].
Ihre schiere Gro¨ße unterscheidet solche Eisschilde von den Gletschern der Bergregio-
nen. Wa¨hrend Gletscher nur eine geringe Ausdehnung von einigen Quadratkilometern
erreichen, bedecken Eisschilde Fla¨chen von mehreren Millionen Quadratkilometern. Auch
unterscheiden sich Eisschilde von den Schelfeisen, wie man sie in der Antarktis findet;
bekannteste Vertreter dieser Gattung sind das Ross-Schelfeis und das Ronne-Filchner-
Schelfeis, aber auch das durch sein Zerbrechen und Auflo¨sen zu trauriger Beru¨hmtheit
gelangte Larsen-Schelfeis. Schelfeise, die auch betra¨chtliche Gro¨ße erreichen ko¨nnen, un-
terscheiden sich von Eisschilden insofern, dass sie nicht auf dem festen Land aufliegen,
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sondern auf dem Ozean aufschwimmen. (U¨ber Schelfeise und ihre Dynamik siehe die Dis-
sertationen M. Weis [42] und A. Humbert [22]).
Eisschilde findet man heutzutage in Gro¨nland und im Inneren des antarktischen Kontin-
ents. Zu verschiedenen Zeiten der Vergangenheit waren aber auch weite Teile Europas
und Nordamerikas von solchen Eismassen bedeckt.
Ziel eines solchen Modells ist es, Zustand und Verhalten eines Eisschildes mo¨glichst wirk-
lichkeitsnah zu simulieren, um somit Aussagen u¨ber das zuku¨nftige Verhalten von Eis-
schilden treffen zu ko¨nnen.
SICOPOLIS wurde als FORTRAN-Programm unter Verwendung von Finite-Differenz-
Methoden von Prof. R. Greve im Rahmen seiner Doktorarbeit [15] Mitte der neunziger
Jahre entwickelt.
Im Folgenden wird die zu Grunde liegende Theorie kurz vorgestellt, und anschließend
werden einige Details der Modellbildung, die fu¨r die Lo¨sung der Altersgleichung von Be-
deutung sind, na¨her betrachtet.
3.1 Theorie
SICOPOLIS ist, wie das Pra¨dikat “polytherm” im Namen schon verra¨t, ein Modell poly-
thermer Eisschilde (siehe Abbildung 3.1). Das heißt, man tra¨gt der Mo¨glichkeit Rechnung,
dass das Eis in zwei verschiedenen Phasen, na¨mlich als kaltes und temperiertes Eis,
auftreten kann. Kaltes Eis, dessen Temperatur unter dem druckkorregierten Schmelz-
punkt liegt, wird als Einkomponenten-Fluid modelliert, wa¨hrend temperiertes Eis, bei
dem die Temperatur mit dem druckkorregierten Schmelzpunkt zusammenfa¨llt und da-
her einen gewissen Anteil Wasser - man geht dabei von bis zu 5% aus - entha¨lt, als
Zweikomponenten-Fluid modelliert wird.
3.1.1 Annahmen und Einschra¨nkungen
Um nun die Modellgleichungen eines solchen Eisschildes zu formulieren, werden zwei
grundlegende Annahmen getroffen:
• Eis ist ein dichtebesta¨ndiges Fluid.
Damit vereinfacht sich die Massenbilanz zu der Aussage
div v = 0. (3.1)
Dies gilt auch fu¨r temperiertes Eis, da Dichteschwankungen aufgrund eines sich
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a¨ndernden Wasseranteils weniger als 1% betragen und somit vernachla¨ssigt werden
ko¨nnen.
• Die aus der Erdrotation folgenden Volumenkra¨fte, wie z. B. die Corioliskraft, werden,
ebenso wie der aus der Massenzufuhr an der Oberfla¨che entstehende Impulsu¨bertrag,
im Vergleich zu der Wirkung der Schwerkraft als verschwindend klein angesehen.
Zur Vereinfachung der Gleichungen werden zusa¨tzlich zwei weitere Einschra¨nkungen ge-
troffen:
• Die in einem Inlandeisschild auftretende horizontale Ausdehnung ist wesentlich
gro¨ßer als die charakteristische Dicke des Eisschildes.
Typische Werte liegen hierbei im Bereich von ein paar tausend Metern fu¨r die Eisdi-
cke - im Falle der Antarktis bis zu 4500 m - und im Vergleich dazu mehreren hundert
oder gar mehreren tausend Kilometern in der Horizontalen. Fu¨r die Antarktis, mit
ihrer horizontalen Ausdehnung von etwa 4000 km, ergibt sich somit ein typisches
Aspektverha¨ltnis ε = 10−3.









mit den charakteristischen Gro¨ßen Ho¨he [H], La¨nge [L], Vertikalgeschwindigkeit [VH]
und Horizontalgeschwindigkeit [VL] zu betrachten, so dass alle Terme der Ordnung
O(εp) mit p ≥ 1 vernachla¨ssigt werden ko¨nnen.
Diese Annahme wird im allgemeinen als Flacheisannahme oder auch Shallow-Ice-
Approximation (SIA) bezeichnet [23].
• Da in realen Eisschilden die typische Horizontalgeschwindigkeit [VL] ho¨chstens






welche die Beschleunigung mit der Gravitation ins Verha¨ltnis setzt, Werte in der
Gro¨ßenordnung von 10−10 bis 10−15. Es ist daher sinnvoll, auch die Limites
F → 0 und F
ε
→ 0 (3.4)
zu betrachten und alle Terme mit F und F/ε zu vernachla¨ssigen.
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3.1.2 Vereinfachte Modellgleichungen
Die solcher Maßen modifizierten und vereinfachten Bilanzgleichungen lassen sich zum
Teil analytisch integrieren und fu¨hren so zu Modellgleichungen, aus denen dann auf nu-
merischem Wege die relevanten Daten berechnet werden ko¨nnen. Diese teilintegrierten
Modellgleichungen werden hier in dimensionsbehafteter Form aufgefu¨hrt. Ihre Herleitung
wird in [15, Kapitel 3 und 5] durchgefu¨hrt.
Spannungen
Unter Beachtung der Randbedingung der freien Oberfla¨che (p(z = zs) = 0), ergibt sich
aus der Vertikalkomponente der Impulsbilanz durch Integration der Druck
p = ρg(zs − z), (3.5)
wobei z = zs(x, y, t) die z-Koordinate der freien Oberfla¨che bezeichnet. Der Druck p
unterliegt also einer rein hydrostatischen Verteilung.
Damit lassen sich aus den Horizontalkomponenten der Impulsbilanz die Schubspannungen
gewinnen:
txz = −ρg(zs − z)∂zs
∂x
, (3.6)
tyz = −ρg(zs − z)∂zs
∂y
. (3.7)




yz ergibt sich hiermit











Diese Gleichungen sind sowohl fu¨r den Kalteisbereich wie fu¨r den Bereich temperier-




z und txy ko¨nnen nicht
direkt berechnet werden, werden aber auch im weiteren Verlauf nicht beno¨tigt. Sie las-
sen sich jedoch bei bekanntem Geschwindigkeitsfeld aus der Spannungs-Verzerrungsge-
schwindigkeits-Relation ermitteln.
Geschwindigkeitsfeld
Zuna¨chst werden folgende Konventionen fu¨r den Rate-Faktor A(t)( · ), die Gleitfunktion
C(t) und die Kriechfunktion f(t)(σ) eingefu¨hrt:
A(t)( · ) =




C fu¨r z > zm (kalter Bereich),Ct fu¨r z < zm (temperierter Bereich), (3.10)
f(t)(σ) =
f(σ) fu¨r z > zm (kalter Bereich),ft(σ) fu¨r z < zm (temperierter Bereich), (3.11)
worin T ′ die homologe Temperatur, ω den Massenanteil von Wasser im temperierten Eis
und zm die z-Koordinate der Phasengrenzfla¨che zwischen kaltem und temperiertem Eis
(CTS) bezeichnen. Unter Anwendung dieser Konventionen gelten die folgenden Gleichun-
gen der Horizontalgeschwindigkeiten fu¨r kaltes sowie fu¨r temperiertes Eis:






EA(t)( · )f(t)(σ)(zs − z′)dz′, (3.12)
→ vb,x = −ρg(zs − zb)C(t)∂zs
∂x
, (3.13)






EA(t)( · )f(t)(σ)(zs − z′)dz′, (3.14)
→ vb,y = −ρg(zs − zb)C(t)∂zs
∂y
. (3.15)
Mit diesen Ergebnissen fu¨r die horizontalen Komponenten der Geschwindigkeit kann man






































mit dem Enhancement-Faktor im Fließgesetz E, der z-Koordinate der Eisbasis zb und
dem Wassermassenfluß in den Boden m˙wb .
Entwicklung der freien Oberfla¨che
Die vertikale Integration der Massenbilanz von der Basis bis zur Eisoberfla¨che liefert eine















KAPITEL 3. DAS EISSCHILDMODELL SICOPOLIS






definiert ist. Es wird also die zeitliche A¨nderung der Eisdicke H mit der Divergenz des
Massenflusses und der Akkumulations-Ablations-Funktion a⊥s bilanziert.
Entwicklung der CTS
Analog zu dem Vorgehen fu¨r die freie Oberfla¨che wird die Evolutionsgleichung fu¨r die
Grenze zwischen kaltem und temperiertem Eis, der sogenannten “cold-temperated-transi-


















Es ist zu beachten, dass der Volumenfluß durch die CTS a⊥m keine Inputgro¨ße, sondern
eine zu berechnende innere Variable ist. Daher ist diese Gleichung zur Bestimmung der
zeitlichen A¨nderung der CTS-Position wenig geeignet, so dass fu¨r die Berechnung ein
“Trial-and-Error-Verfahren” benutzt wird. Eine genaue Beschreibung der Vorgehensweise
bei der Bestimmung der CTS-Position findet man in [15, Kapitel 6.5].
Entwicklung der Lithospha¨renoberseite
Die Gleichung fu¨r die zeitliche A¨nderung der Lithospha¨renoberseite wird nach Herterich












Dies entspricht, bei einer festen Eisho¨he H, einer exponentiellen Anna¨herung an die
Gleichgewichtsposition der Lithospha¨renoberseite mit Eislast, da sich dieses Gleichge-
wicht nicht instantan, sondern mit einer Verzo¨gerungszeit τV einstellt. Hierbei bezeichnet
ρ die Dichte des Eises und ρa die Dichte der Asthenospha¨re.
Temperatur und Wassergehalt
Die Temperaturgleichung im kalten Bereich ergibt sich aus der Energiebilanz unter Ver-


























mit der Wa¨rmeleitzahl κ und der spezifischen Wa¨rme c von Eis. Man erkennt, dass sowohl
die vertikale als auch die horizontale Advektion beru¨cksichtigt werden muß, dass aber nur
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der vertikale Wa¨rmefluß in Rechnung gestellt wird.
Im temperierten Bereich ist die Temperatur gleich der druckkorregierten Schmelztem-
peratur TM und u¨ber die Schmelztemperatur bei verschwindendem Druck T0 und den
Clausius-Clapeyron-Gradienten β eindeutig bestimmt,
T = TM = T0 − β(zs − z). (3.23)












































wobei die horizontale Diffusion durch die SIA herausfa¨llt. ν bezeichnet die Wasserdiffu-
sivita¨t im temperierten Eis und L die latente Schmelzwa¨rme fu¨r Eis. Zusa¨tzlich wird ein
Term −1
ρ
D(ω) mit der Wasserdrainage-Funktion D(ω) eingefu¨hrt. Diese Wasserdrainage-
Funktion entspricht einer negativen Wasserproduktion, welche einen ad-hoc-Ansatz der
Beschreibung der Wasserdrainage aus dem temperierten Bereich in den Boden hinein
darstellt.














Auch hier wurden aufgrund der SIA die horizontalen Diffusionsterme vernachla¨ssigt. Die
Gro¨ßen κr, ρr und cr bezeichnen die Wa¨rmeleitfa¨higkeit, die Dichte und die spezifische
Wa¨rme der Lithospha¨re.
Randbedingungen
Fu¨r die kalte freie Oberfla¨che wird eine Oberfla¨chentemperatur vorgeben,
T = Ts(x, y, t). (3.26)
Sollte eine temperierte Oberfla¨che auftreten, was allerdings ho¨chst unwahrscheinlich ist,
dann wird der Wassergehalt ω oder dessen Normalableitung als Randbedingung verwen-
det.
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An der kalten Eisbasis ergeben sich die Randbedingung zu






= −vb,x txz − vb,y tyz, (3.28)
wobei die Indizes “i” und “r” Eis bzw. die Lithospha¨re bezeichnen. In Gleichung (3.28)
verschwinden die Terme auf der rechten Seite, wenn die Haftbedingung erfu¨llt wird.
Die Randbedingungen an einer temperierten Eisbasis ohne daru¨berliegende temperierte
Schicht lauten










+ vb,x txz + vb,y tyz
}
, (3.30)
wohingegen die Randbedingung an einer temperierten Eisbasis mit daru¨ber liegender tem-




= (1− ω)m˙wb − Pwb , (3.31)







+ vb,x txz + vb,y tyz
}
(3.33)
annehmen. Da der Wassergehalt ω im temperierten Eis als klein angenommen wird, kann
im Falle einer vernachla¨ssigbaren Wasserdiffusivita¨t ν der Wasser-Massenstrom in den
Boden m˙wb durch die basale Schmelzrate Pwb ausgedru¨ckt werden und es gilt m˙wb ≈ Pwb .
An der Lithospha¨renunterseite werden nur Wa¨rmeleitprozesse in vertikaler Richtung be-






U¨bergangsbedingungen an der CTS
Aufgrund des stetigen Temperaturverlaufes u¨ber die Phasengrenzschicht CTS gilt
Tci = Tti = TM, (3.35)
hierbei bezeichnen die Indizes “ci” und “ti” kaltes bzw. temperiertes Eis.
Fu¨r die U¨bergangsbedingung des Wassergehalts an der CTS folgen, mit einer Fallun-
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terscheidung nach Gefrieren, Schmelzen bzw. dem Grenzfall, die folgenden Gleichungen:

















a⊥m = 0 (Grenzfall):




a⊥m = −(wx − vw,x)
∂zm
∂x
− (wy − vw,y) ∂zm
∂y
+ (wz − vw,z) (3.39)
den Eis-Volumenfluß u¨ber die CTS darstellt. wx, wy, wz bezeichnen die Geschwindigkeits-
komponenten der Bewegung der CTS, und zm ist die z-Komponente ihrer Position.
3.2 Transformation der horizontalen Koordinaten
Bei der Anwendung dieses Modells auf die unterschiedlichen Problemstellungen der ver-
schiedenen Eisschilde der Gegenwart und Vergangenheit wird im allgemeinen das Problem
der gekru¨mmten Erdoberfla¨che vermieden. Dies erreicht man, in dem das zu betrachten-
de Gebiet (Gro¨nland, Antarktis, No¨rdliche Hemispha¨re) auf eine Ebene projiziert und
die Auswirkungen der Kru¨mmung in den Berechnungen vernachla¨ssigt wird. Hierfu¨r wird
u¨blicherweise die stereographische Projektion [24, 5, 13, 7, 16] verwendet, die fu¨r die
Abbildung der Antarktis folgende Form annimmt:
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und den La¨ngengraden λ. Desweiteren, beschreiben θ = 90◦ + ϕ die Ko-Breite (bezu¨glich
des Su¨dpols), θ0 die Position der Projektionsebene bezu¨glich des Su¨dpols (Ko-Breite),
und λ0 definiert die Ausrichtung des kartesischen x-y-Systems auf der stereographischen
Ebene [15].
Im Folgenden wird eine Erweiterung dieses Vorgehens hergeleitet, die es mo¨glich macht,
geographische Koordinaten zu verwenden bzw. die Verzerrungen bei der stereographischen
Projektion zu beru¨cksichtigen (Greve, pers. comm. 2003).
3.2.1 Allgemeines
Seien x1, x2 die kontravarianten Koordinaten eines beliebigen orthogonalen Koordinaten-
systems eines Teilabschnitts einer Kugel. Die kovarianten, lokalen Basisvektoren, g1 and
g2, werden dann als Ableitungen des Ortsvektors, r, bezu¨glich x





Daraus ergibt sich der kovariante Metriktensor:






Da die nicht-diagonalen Elemente aufgrund der Orthogonalita¨tsbedingung verschwinden,








Durch den Metriktensor wird die La¨nge eines Linienelementes ds bestimmt:




dxj = gij dx
idxj. (3.45)











Wie in [4] beschrieben, ergibt sich fu¨r den Gradienten eines beliebigen skalaren Feldes
f(x1, x2):
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und fu¨r die Divergenz eines beliebigen Vektorfeldes
u(x1, x2) = u1(x1, x2) g1 + u










hierbei bezeichnet g die Determinante von (gij),
g = g11 g22, (3.50)
die als positiv angenommen wird.
Um die Gleichungen (3.47) und (3.49) in einem physikalischen Kontext zu betrachten,
beno¨tigt man die Vektoren grad f und u bezu¨glich der normierten Basis. Die Gleichungen
(3.43), (3.44)) und (3.46) fu¨hren so zu der folgenden Form der Gleichung (3.47)




















Die physikalische Form von u ist definiert als
u = u?1 e1 + u
?2 e2, (3.52)
und daraus folgt mit Gleichung (3.46) und (3.48)
u?i = ui
√
gii (Keine Summation). (3.53)


















Mit (3.51) und (3.54) sind grad f und divu in den physikalischen Komponenten ausge-
dru¨ckt.
3.2.2 Geographische Koordinaten
Das auf der Erdoberfla¨che u¨blicherweise benutzte orthogonale Koordinatensystem ist das
der geographischen Koordinaten, mit La¨ngengraden λ im Bereich von −180◦ . . . + 180◦
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(180◦W . . . 180◦E) und Breitengraden ϕ mit dem Intervall +90◦ . . . − 90◦ (90◦N . . .
90◦S), wobei die Erdoberfla¨che als Kugel mit dem Radius Re = 6371.225 km approximiert
wird.
In geographischen Koordinaten wird jedes Linienelement ds durch
ds2 = R2e cos
2 ϕdλ2 +R2e dϕ
2, (3.55)




2 ϕ, g22 = R
2
e (3.56)















Bezeichnet man u?1 mit uϕ und u












Obwohl dies ein in der Atmospha¨ren- und Ozean-Modellierung weitverbreitetes Koordi-
natensystem ist, besitzt es doch einen entscheidenden Nachteil. In der Na¨he der Pole
ϕ = ±90◦ konvergieren die Meridiane (die Linien konstanter La¨nge) und fu¨hren somit zu
einer Singularita¨t an den Polen selbst.
Mathematisch wird dies deutlich, wenn man den Metriktensor betrachtet:
lim
ϕ→±90◦
g22 = 0. (3.59)
An dieser Stelle sind die Ausdru¨cke (3.57) und (3.58) nicht la¨nger definiert.
3.2.3 Stereographisch erweiterte kartesische Koordinaten
Es wird nun die stereographische Projektion benutzt, um ein orthogonales Gitter auf der
Oberfla¨che der Erde zu erzeugen, das an den Polen nicht singula¨r wird (diese Koordinaten
werden als “stereographisch erweiterte kartesische Koordinaten” bezeichnet, oder kurz
“SEC Koordinaten”). Dies wird erreicht, indem man die kartesischen Koordinaten x,
y in der stereographischen Ebene mit der inversen, stereographischen Projektion (3.40)
zuru¨ck auf die Spha¨re abbildet. Um zu zeigen, dass dieses Vorgehen wirklich orthogonale
Koordinaten auf der Kugel erzeugt, wird nun ein Ausdruck fu¨r das Linienelement ds
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Mit Gleichung (3.55), folgt unter Beru¨cksichtigung von cosϕ = sin θ:
ds2 = R2e (dθ




× {(h2(θ) sin2(λ− λ0) + h′2(θ) sin2 θ cos2(λ− λ0)) dx2
+
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der Anteil des gemischten, zu dx dy proportionalen Terms verschwindet, was die ange-








(dx2 + dy2) =
dx2 + dy2













Aus diesem Ergebnis kann man auf den Metriktensor der SEC-Koordinaten schließen:
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und, wenn man u?1 durch ux und u



























wieder durch (x, y) ausgedru¨ckt werden kann, siehe (3.64) und (3.65).
Im Gegensatz zum geographischen Koordinatensystem aus La¨ngen und Breiten weist
das SEC-Koordinatensystem keine Singularita¨t am Pol auf und kann somit in der ge-
samten Su¨dlichen Hemispha¨re angewendet werden. Am Nordpol (ϕ = 90◦, entsprechend
θ = 180◦) hingegen, verschwinden g11 und g22, so dass die Transformation (3.40) in der
Nordhemispha¨re nicht gu¨ltig ist. Stattdessen wird die Ko-Breite bezu¨glich des Nordpols
eingefu¨hrt, θ˜ = 90◦ − ϕ. Hierfu¨r schreibt man Gleichung (3.40) mit θ˜ statt θ und erha¨lt













Um die gewohnte Sicht von Oben sicherzustellen, wird die zweite Gleichung aus (3.70) um
ein Minuszeichen erga¨nzt. U¨berfu¨hrt man die erhaltenen Koordinaten wieder auf die Ku-
gel, so erha¨lt man ein orthogonales System, dessen Singularita¨t sich am Su¨dpol befindet,
so dass es fu¨r die no¨rdliche Hemispha¨re anwendbar ist.
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3.2.4 Stereographische Erweiterung
von krummlinigen, rechtwinkligen Koordinaten
Die Erweiterung von orthogonalen Koordinatensystemen in der stereographischen Ebene
auf die Erdoberfla¨che mittels umgekehrter stereographischer Projektion ist nicht not-
wendigerweise auf kartesische Koordinaten beschra¨nkt, wie oben hergeleitet. Es ist eben-
falls mo¨glich ein krummliniges rechtwinkliges Koordinatensystem in der stereographischen
Ebene zu erzeugen, zum Beispiel durch eine konforme Transformation des urspru¨nglichen
kartesischen Gitters und Ru¨ckfu¨hrung dieses Systems auf die Kugel.
Seien dsst die La¨nge eines Linienelements und (gst)11, (gst)22 die Komponenten des Me-
triktensors in der stereographischen Ebene, dann gilt
(dsst)
2 = (gst)11 (dx
1)2 + (gst)22 (dx
2)2. (3.72)






























Eine mo¨gliche Anwendung dieses Verfahrens ist die Erzeugung von Gittern mit feinerer
Auflo¨sung in Gebieten besonderen Interesses, wie Eisstro¨me und in der Umgebung von
Bohrungen.
3.2.5 Teiltransformierte Modellgleichungen
Nun werden die in Kapitel [3.1.2] vorgestellten Modellgleichungen der Transformation
in ein allgemeines, orthogonales Koordinatensystem auf der Erdoberfla¨che unterworfen.
Hierfu¨r werden die horizontalen Gradienten und Divergenzen gema¨ß Gleichung (3.47) und
Gleichung (3.49) umgeformt. Die vertikale Koordinate z wird als kartesisch betrachtet,
was durch die Flachheitsannahme gerechtfertigt ist (siehe [6]). Die Koordinaten x1 und x2
werden durch x und y ersetzt, analog werden die Vektorkomponenten u?1 und u?2 durch
ux und uy ersetzt. Die so transformierten Modellgleichungen lauten:
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Spannungen
p = ρg(zs − z), (3.75)





































EA(t)( · )f(t)(σ)(zs − z′) dz′, (3.79)















EA(t)( · )f(t)(σ)(zs − z′) dz′, (3.81)




























































































































































Temperatur im temperierten Bereich:
T = TM = T0 − β(zs − z). (3.90)



































































T = Ts(x, y, t), (3.93)
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Kalte Eisbasis:






= − vb,x tb,xz − vb,y tb,yz. (3.95)
Temperierte Eisbasis ohne daru¨berliegende temperierte Schicht:










+ vb,x txz + vb,y tyz
}
. (3.97)




= (1− ω)m˙wb − Pwb , (3.98)















U¨bergangsbedingungen an der CTS
Tci = Tti = TM, (3.102)

















a⊥m = 0 (Grenzfall):
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+ (wz − vw,z). (3.106)
3.3 Transformation der vertikalen Koordinate
Die drei Bereiche (i) kaltes Eis, (ii) temperiertes Eis und (iii) Lithospha¨re werden jeder
fu¨r sich in vertikaler Richtung der σ-Transformation unterworfen, d.h. auf das Einheits-
intervall [0,1] abgebildet [15, Kapitel 6.1].
Da fu¨r die Bestimmung einer eventuell auftretenden CTS eine genaue Berechnung des
Temperaturgradienten in Bodenna¨he no¨tig ist, wird im Kalteisbereich zusa¨tzlich eine ex-
ponentielle Streckung durchgefu¨hrt, somit baut das a¨quidistante Gitter im Raum der σ-
Koordinaten ein sich nach unten verdichtendes Gitter im physikalischen Raum auf (Abb.
3.2). Man erha¨lt somit an der Unterseite des Kalteisbereiches eine genauere ra¨umliche
Auflo¨sung.
Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der σ-Transformation fu¨r den Kalteisbereich, d.h.
mit exponentieller Streckung.
Ziel dieser Transformation ist es, eine vollsta¨ndige Belegung des Gitters in vertikaler
Richtung zu gewa¨hrleisten. Insbesondere wird dafu¨r gesorgt, dass die freie Oberfla¨che,
die CTS, die Lithospha¨renoberseite und deren Unterseite stets mit Gitterpunkten des
numerischen Gitters besetzt sind.
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3.3.1 σ-Transformation
Der physikalische Raum (x, y, z) wird auf den Rechenraum (ξ, η, ζ) abgebildet. Die Trans-
formationsregeln fu¨r die einzelnen Bereiche lauten:
• Im Bereich kalten Eises:





ea − 1 =: E(ζc), t = τc. (3.107)
• Im Bereich temperierten Eises:
x = ξt, y = ηt,
z − zb
Ht
= ζt, t = τt. (3.108)
• Fu¨r die Lithospha¨re:
x = ξr, y = ηr,
z − zbr
Hr
= ζr, t = τr. (3.109)
Hier stellt a den Streckparameter dar, und die Indizes “c”, “t” und “r” markieren die
Variablen fu¨r kaltes Eis, temperiertes Eis und die Lithospha¨re.
Die Transformationsregeln fu¨r Ableitungen und vertikale Integrale ergeben sich aus der
Anwendung der Kettenregel fu¨r Differentiation und der Substitutionsregel der Integration.
Mit (m,µc,t,r) als Platzhalter fu¨r eines der Wertepaare aus physikalischer Gro¨ße und σ-
transformierter Gro¨ße (x, ξc,t,r), (y, ηc,t,r), (t, τc,t,r) folgt









































ea − 1 dζc, (3.112)
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∫
( · ) dz′ =
∫
( · )Ht dζt, (3.115)





































( · ) dz′ =
∫
( · )Hr dζr. (3.118)
3.3.2 Volltransformierte Modellgleichungen
Mit Hilfe der oben formulierten Transformationsregeln ko¨nnen nun die teiltransformierten
Modellgleichungen aus Kapitel [3.2.5] zusa¨tzlich auf σ-Koordinaten transformiert werden.
Hierfu¨r ist zu beachten, dass die kartesischen Komponenten der Vektoren und Tensoren
(z.B. v und T ) bei der Transformation wie skalare Gro¨ßen betrachtet werden, und nicht in
den Einheitsvektoren des krummlinigen, nicht-orthogonalen σ-Koordinatensystems darge-
stellt werden. Desweiteren ergeben sich bei der Transformation von Ableitungen von nicht
z-abha¨ngigen Gro¨ßen, wie der Ho¨he der freien Oberfla¨che zs oder der Dicke des kalten
Eises Hc, keine Zusatzterme (z. B. gilt (∂zs/∂x) = (∂zs/∂ξc)), der Einfachheit halber wer-
den solche Terme weiterhin mit kartesischen Koordinaten geschrieben. Die Abha¨ngigkeit
der Wa¨rmeleitzahl von Eis κ und der spezifischen Wa¨rme von Eis c von der Temperatur
T wird explizit aufgefu¨hrt.
Spannungen, kalter Bereich:
pc = ρgHc(1− E(ζc)), (3.119)
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Spannungen, temperierter Bereich:
pt = ρg(Hc +Ht(1− ζt)), (3.123)



































EA(T ′c)f(σ)(1− E(ζ ′c)) eaζ
′
c dζ ′c, (3.127)








EA(T ′c)f(σ)(1− E(ζ ′c)) eaζ
′
c dζ ′c, (3.128)

























































EAt(ωt)ft(σ)(Hc +Ht(1− ζ ′t)) dζ ′t, (3.130)
















EAt(ωt)ft(σ)(Hc +Ht(1− ζ ′t)) dζ ′t, (3.132)






3.3. TRANSFORMATION DER VERTIKALEN KOORDINATE












































































































































KAPITEL 3. DAS EISSCHILDMODELL SICOPOLIS
Temperatur und Wassergehalt






























































TM,c = T0 − βHc(1− E(ζc)). (3.140)
Temperatur im temperierter Bereich:
Tt = TM,t = T0 − β(Hc +Ht(1− ζt)). (3.141)
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Tc = Ts(x, y, t). (3.144)
Kalte Eisbasis:










= − vb,x tb,xz − vb,y tb,yz. (3.146)
Temperierte Eisbasis ohne daru¨berliegende temperierte Schicht:


























Temperierte Eisbasis mit daru¨ber liegender Schicht:
































U¨bergangsbedingungen an der CTS
Tc = Tt = TM,t, (3.153)
47
KAPITEL 3. DAS EISSCHILDMODELL SICOPOLIS























a⊥m = 0 (Grenzfall):
















+ (wz − vw,z) (3.157)
Der Fall a⊥m = 0 ist bei numerischen Berechnungen nicht von Bedeutung, da exakte
Gleichheit beim Rechnen mit Gleitkommazahlen nicht auftritt. Er wird daher im folgenden
nicht mehr betrachtet.
3.4 Das numerische Gitter
Zur numerischen Lo¨sung der transformierten Modellgleichungen wird ein im Raum der
σ-Koordinaten a¨quidistantes Gitter eingefu¨hrt. Dessen Diskretisierung in Raum und Zeit
lautet wie folgt:
xi = (ξc)i = (ξt)i = (ξr)i = x0 + i∆x mit i = 0 . . . imax ,
yj = (ηc)j = (ηt)j = (ηr)j = y0 + j∆y mit j = 0 . . . jmax ,
(ζc)kc = kc/kcmax mit kc= 0 . . . kcmax ,
(ζt)kt = kt/ktmax mit kt= 0 . . . ktmax ,




n = t0 + n∆t mit n = 0 . . . nmax,
(3.158)
mit ∆t der Zeitschrittweite, ∆x und ∆y den Schrittweiten in der Horizontalen und der
Vertikalauflo¨sung ∆ζc,t,r = 1/kc/t/rmax fu¨r kaltes Eis, temperiertes Eis bzw. fu¨r die Li-
thospha¨re.
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Abbildung 3.3: Horizontaler Schnitt durch das Rechengitter im Kalteisbereich. Die Geschwin-
digkeiten sind zwischen den Gitterpunkten definiert (Staggered Grid).
Um eine ho¨here numerische Stabilita¨t zu gewa¨hrleisten wird ein “Staggered-Grid”, ein
gestaffeltes Gitter, verwendet (siehe Abb. 3.3)[15, Kapitel 6.3]. Hierbei werden die drei
Komponenten der Geschwindigkeit v im kalten bzw. temperierten Bereich, die zwei Kom-
ponenten des Massenflusses q und die zwei Komponenten der jeweiligen Gradienten von
zs, zm, zb, zbr , Hc, Ht und Hr nicht auf, sondern zwischen benachbarten Gitterpunkten





































































Das dynamische bzw. das thermodynamische Verhalten eines Eisschildes wird durch meh-
rere a¨ußere Einflu¨sse, wie die Massenzufuhr (Schneefallrate), die Topographie des Fels-
grundes, die Umgebungstemperatur an der Eisoberfla¨che, aber auch die Schwerkraft und
die Wa¨rmezufuhr aus dem Erdinneren bestimmt. Somit werden diese Gro¨ßen auch als
Input fu¨r die numerische Simulation eines Eisschildes beno¨tigt. Dieser Zusammenhang
wird in Abbildung 4.1 plakativ dargestellt. Die beiden Rechtecke stehen fu¨r die Regionen
Eisschild und Lithospha¨re bzw. Felsbett, die darin aufgelisteten Variablen stellen die Feld-
gro¨ßen dar, welche bestimmt werden mu¨ssen. Die Ellipsen andererseits geben die a¨ußeren
Einflu¨sse, die auf die beiden Teilsysteme wirken, wieder. Dies geschieht entweder durch
Vorschreiben von Randfunktionalen oder durch Vorgabe von physikalischen Parametern
oder Gesetzen, die die Wechselwirkung beschreiben.
Mit Ausnahme der Schwerkraft und des geothermen Wa¨rmeflusses ko¨nnen sich die oben
gelisteten Gro¨ßen u¨ber die betrachtete Zeitspanne merklich a¨ndern. Es ist somit notwen-
dig, die Werteverteilung der verschiedenen Gro¨ßen im Raum zu kennen, und zusa¨tzlich
eine Anpassung an die sich mit der Zeit a¨ndernden Verha¨ltnisse zu konstruieren.
Datensa¨tze u¨ber die heutige Verteilung lassen sich meist aus Meßwerten bestimmen und
wurden fu¨r dies Arbeit aus verschiedenen Quellen bezogen. Im folgenden werden diese
Datensa¨tze, die zur numerischen Simulation der Antarktis verwendet wurden, eingefu¨hrt
und erla¨utert.
Es sei vorab angemerkt, dass Ho¨henangaben sich auf das OSU91a1 Geoid2 beziehen, und
dass alle verwendeten Datensa¨tze, die eine Werteverteilung u¨ber den Raum der Antarktis
darstellen, mittels polar-stereographischer Projektion bezu¨glich des WGS843 Ellipsoids
1OSU91a: Globales Geoidmodell der Ohio State University (OSU) von 1991.
2Geoid: Niveaufla¨che (A¨quipotentialfla¨che) des Erdschwerefeldes, die in mittlerer Ho¨he des Meeresspie-
gels verla¨uft. Physikalisches Modell der Erdfigur, das von Gauß (1828) und Listing (Namensgebung 1872)
entwickelt wurde - im Gegensatz zum geometrischen Modell des Erdellipsoids. Steht u¨berall senkrecht
auf der Lotrichtung.
3WGS84: Erdellipsoid - ein globales Rotationsellipsoid, das sich dem Geoid mo¨glichst gut anschmiegt.
Das Referenzellipsoid wird durch die beiden Achsen a = 6378 137.000 m und b = 6356 752.315 m be-
stimmt, sowie der Abplattung f = (a− b)/a = 1 : 298.25722. (World Geodetic System 1984)
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Abbildung 4.1: Funktionsschema des Eisschildmodells SICOPOLIS (Greve, pers. comm.
2003). Ovale markieren Inputgro¨ßen, Ka¨stchen errechnete Gro¨ßen.
auf einer Bildebene parallel zu 71◦Su¨d vorliegen.
4.1 Eisoberfla¨chentopographie
Fu¨r die Oberfla¨chentopographie wurde der RAMPDEM (Radarsat Antarctic Mapping
Project Digital Elevation Model) Datensatz [31] verwendet; die Daten wurden von dem
EOS Distributed Active Archive Center (DAAC) am National Snow and Ice Data Center
(NSIDC), University of Colorado, Boulder, CO, zur Verfu¨gung gestellt. Dieser Daten-
satz ist eine Zusammenstellung von Meßwerten aus verschiedenen Quellen. Er beruht
hauptsa¨chlich auf den Radar Altimeter Messungen des Satelliten ERS-1 zwischen 1994
und 1995 und luftgestu¨tzten Radarechopeilungen, die mit den herko¨mmlichen geoda¨ti-
schen Messungen diverser U¨berlandmissionen, die zwischen 1940 und 1990 durchgefu¨hrt
wurden, erga¨nzt und abgeglichen wurden [32].
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Der verwendete Datensatz liegt in x, y-Koordinaten auf der stereographischen Bildebe-
ne mit einer horizontalen Auflo¨sung von 1 km vor, aus diesem wurden die beno¨tigten
Werte auf dem verwendeten, groberen Simulationsgitter extrahiert. Die Genauigkeit des
Original-Datensatzes liegt bei mindestens ±100 m, meist sogar besser als ±10 m [31]. Ab-
bildung 4.2 zeigt die heutige Eisoberfla¨chentopographie des gesamten Rechengebietes in
Kilometern u¨ber dem Meeresspiegelniveau.
Die Oberfla¨chentopographie wird in dieser Arbeit als Referenz zur Beurteilung der Qua-
lita¨t der numerischen Simulation herangezogen, wird aber auch zur Bestimmung von In-
putgro¨ßen in ihrer heutigen Form beno¨tigt.
Abbildung 4.2: Ho¨he der Eisoberfla¨che bezu¨glich Normal Null in km.
4.2 Eisdicke, Meerestiefe und Wassersa¨ule
Zur Bestimmung der Bodentopographie wurden die Datensa¨tze des BEDMAP-Projekts
fu¨r die Dicke des Eisschildes samt Schelfeisen sowie fu¨r die Wassertiefe des umgebenden
su¨dpolaren Ozeans verwendet [33]. Diese Daten wurden durch klassische Meßmethoden,
wie Radarecholotung und seismische Messungen bei U¨berflu¨gen und U¨berlandmissionen,
bestimmt und in dem 1996 ins Leben gerufenen BEDMAP-Projekt, dessen Ziel die Schaf-
fung einer aktuellen und detailierten Datenbasis bzw. Karte des antarktischen Kontinents
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ist, gesammelt und abgeglichen. Die Daten liegen auf einem regelma¨ßigen Gitter in der
stereographischen Bildebene mit einer Gitterweite von 5 km vor. Der Fehler der Daten
wird in [14] mit maximal 300 m angegeben.
4.3 Bodentopographie
Mit Hilfe der Eisoberfla¨chentopographie, der Eisdicke und der Meerestiefe ist es nun ein
Leichtes, die Topographie des unter dem Eis und dem Ozean verborgenen Felsgrundes,
der Lithospha¨renoberseite, zu bestimmen:
Ho¨he der Eisoberfla¨che (zs) − Eisdicke (H) = Ho¨he des Felsgrundes (zb).
Abbildung 4.3: Topographie des Felsbodens unter dem Eisschild in km.
Die fu¨r die Modellrechnungen beno¨tigte Topographie der entspannten Lithospha¨re, d.h.
ohne die darauf lastenden Eis- und Wassermassen, gewinnt man nun unmittelbar durch
die Gleichung




wobei zb0(i, j) die Ho¨he des entspannten Bodens an der Stelle (i, j) auf dem (numerischen)
Gitter, zb die heutige Bodentopographie und H die Eisdicke darstellen [15, Kapitel 4.2]. ρi
und ρa bezeichnen die Dichte des Eises bzw. der Asthenospha¨re. Fu¨r das Verha¨ltnis ρi/ρa
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wurde der Wert 0.28 angenommen. Diese Gleichung wird als lokal bezeichnet, da jeder
Punkt (i, j) als unabha¨ngig von seinen Nachbarpunkten betrachtet wird. Diese Annahme
kann getroffen werden, solange ein großes zusammenha¨ngendes, vereistes Gebiet, wie zum
Beispiel das antarktische Eisschild, betrachtet wird.
Ein die Wirklichkeit besser abbildender Ansatz zur Berechnung der entspannten Boden-
topographie wurde in [28] untersucht, ist aber im Rahmen dieser Arbeit nicht verwendet
worden.
Abbildung 4.4: Topographie des entspannten Felsgrundes (ohne Eislast) in km.
In den Abbildungen 4.3 und 4.4 wird die Bodentopographie mit und ohne Eislast darge-
stellt; die Ho¨henlinien in Kilometern beziehen sich auf das heutige Meeresspiegelniveau.
Es ist gut zu erkennen, dass die Westantarktis bei der heutigen Topographie eher einer
dem eigentlichen Kontinent vorgelagerten, mit Eis u¨berzogenen Inselgruppe entspricht,
da das Niveau dieser Region weitgehend unter Normal Null liegt. Eine Tatsache, die auch
bei entspannter Lithospha¨re bestehen bleibt.
4.4 Schneefallrate
Die Schneefallverteilung stellt gleich in mehrerer Hinsicht eine mit Unsicherheiten behafte-
te Inputgro¨ße dar. Zum einen sind Meßwerte nur an vereinzelten Punkten des Eisschildes
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bekannt, so dass man kaum von einer fla¨chendeckenden Datenerhebung sprechen kann,
zum anderen ist es nicht bekannt, ob und wie sich die Niederschlagsverteilung in der
Vergangenheit im Laufe der Zeit a¨nderte.
Fu¨r diese u¨beraus wichtige Inputgro¨ße wurde der aus mehr als 1800 Einzelmessungen
zusammengestellte Datensatz von Vaughan et al. [41] verwendet. Dieser zum Zeitpunkt
der Datenerfassung fu¨r diese Arbeit beste verfu¨gbare Datensatz fu¨r die Akkumulations-
verteilung liegt auf einem regelma¨ßigen Gitter mit einer ra¨umlichen Auflo¨sung von 10 km
vor.
Abbildung 4.5: Schneefall in mm pro Jahr Eisequivalent.
Um die Schneefallrate an die Gegebenheiten einer anderen Zeit anzupassen wird die heu-
tige Akkumulationsverteilung mit einem von dem Temperaturunterschied relativ zu heute
abha¨ngigen Faktor modifiziert:
S(i, j; t) = Stoday(i, j) · (1 + γs∆Tma(t)), (4.2)
mit S(i, j; t) der Akkumulationverteilung in Raum und Zeit, Stoday(i, j) der heutigen
Schneefallrate, ∆Tma(t) dem Temperaturunterschied der mittleren Erdtemperatur rela-
tiv zu heute und dem Parameter γs = 0.075 [17]. Man folgt damit der Annahme, dass
die Niederschla¨ge zur Temperatur proportional sind. Zur Festlegung von γs sind Nieder-
schlagsrechnungen mit allgemeinen Zirkulationsmodellen fu¨r den Zeitpunkt des Klima-
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minimums (eng. glacial maximum, kurz GCM) vor 21.000 Jahren durchgefu¨hrt worden.
Rechnungen mit unterschiedlichen GCMs fu¨hren allerdings zu γs-Werten, die sich stark
unterscheiden.
Die Abbildung 4.5 zeigt die heutige Schneefallrate in Millimetern Eisa¨quivalent pro Jahr
u¨ber dem Rechengebiet. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Niederschla¨ge im Inneren des
ostantarktischen Eisschildes minimal sind und zum Rande des eisbedeckten Kontinents
zunehmen.
4.5 Schmelzrate
Die Oberfla¨chenschmelzrate, auch als Ablationsrate bezeichnet, wird durch ein “Positive-
Degree-Day-Model”[3, 37] parametrisiert. Hierbei wird die Schmelzrate durch den Tem-
peraturexzeß, d.h. den Tagen im Jahr, an denen die Temperatur 0 ◦C u¨bersteigt, be-
stimmt. Die Einflu¨sse durch die tageszeitlichen Schwankungen und sich a¨ndernder Wet-
terverha¨ltnisse gehen als eine statistische Normalverteilung mit der Standardabweichung
σstat = 5
◦C in die Parametrisierung ein. Eine genaue Beschreibung der verwendeten Pa-
rametrisierung findet sich in [15, Kapitel 8.3].
Es sei hier angemerkt, dass die Ablation, aufgrund der im Jahresmittel weit unter dem
Schmelzpunkt liegenden Oberfla¨chentemperatur, nur einen verschwindend geringen Ein-
fluß auf das zentral-antarktische Eisschild besitzt.
4.6 Oberfla¨chentemperatur
Zur Bestimmung der Oberfla¨chentemperaturverteilung im Jahresmittel wird die Diskre-
tisierung nach Huybrechts [24] verwendet:
T˜s,ma(x, y, t) = θ0;ma + γ0;ma · zs(x, y, t) + c0;ma · |ϕ|. (4.3)
Diese Diskretisierung gibt die Atmospha¨ren-Kontakt-Temperatur4 als Funktion der geo-
4Es handelt sich hier nicht um die Lufttemperatur, sondern um eine “Referenztemperatur” an der
Oberfla¨che, welche als Mittelwert u¨ber einige Jahre angesehen werden kann. In der Glaziologie wird
diese Temperatur oft mit der Temperatur in 10 m Tiefe identifiziert. Damit werden die jahreszeitlichen
Schwankungen u¨ber ca. 10 Jahre eliminiert. Die Formel (4.3) ist jedoch eine reine Parametrisierung,
welche an heutigen Temperaturdaten abgeglichen wurde.
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graphischen Breite ϕ und der Ho¨he zs u¨ber Normal Null an. Die Parameter haben die
Werte θ0;ma = 34.46
◦C, γ0;ma =−9.14 · 10−3 ◦C/m und c0;ma = −0.68775◦C/◦Su¨d. Fu¨r
die Ho¨he zs kann man Werte der Oberfla¨chentopographie zu jedem beliebigen Zeitpunkt
verwenden, so dass man eine gewissermaßen zeitabha¨ngige Temperaturverteilung erha¨lt.
Abbildung 4.6: Temperatur an der Oberfla¨che in Grad Celsius fu¨r das heutige antarktische
Eisschild.
Zur Konstruktion einer zeitabha¨ngigen Oberfla¨chentemperatur Ts,ma(x, y, t) wird die oben
beschriebene Temperaturverteilung T˜s,ma(x, y, t) einfach mit dem jeweiligen Temperatur-
unterschied zu heute ∆Tma(t), den man aus der zeitlichen Entwicklung der lokalen Luft-
temperatur gewinnt, erga¨nzt:
Ts,ma(x, y, t) = T˜s,ma(x, y, t) + ∆Tma(t). (4.4)
Auch dies ist nur eine Parametrisierung, die mit vergleichsweise großen Unsicherheiten be-
haftet ist, aber sie bietet den enormen Vorteil, die Temperatur unter anderem als Funktion
der jeweils aktuellen Ho¨he der Eisoberfla¨che u¨ber Normal-Null darzustellen. Man erha¨lt




Eine weitere wichtige Gro¨ße ist der geotherme Wa¨rmefluß, das heißt der Transport von
Wa¨rme aus dem Erdinneren durch die Erdkruste. Zur Zeit wird diese Wertverteilung durch
einen konstanten Wert u¨ber das gesamte Rechengebiet approximiert. Fu¨r diese Konstante
wird u¨blicherweise ein Wert von ca. 55 mW/m2 angenommen [25]. In dieser Dissertation
werden aber zusa¨tzlich noch die Werte 50 mW/m2 und 45 mW/m2 betrachtet, da neuere
Auswertungen der Messdaten [40] diesen Wert als zu hoch erscheinen lassen.
4.8 Klimageschichte
Die schon erwa¨hnte zeitliche Entwicklung der lokalen Lufttemperatur, die als Klimaantrieb
eine wichtige Rolle bei der Konstruktion der Inputgro¨ße fu¨r das numerische Eisschildmo-
dell spielt, wurde aus dem bei der russischen Antarktisstation Vostok gezogenen Bohrkern
gewonnen [36], und reicht, wie Abbildung 4.7 zeigt, u¨ber vier volle Klimazyklen 420.000
Jahre in die Vergangenheit.
Abbildung 4.7: Variation der Temperatur relativ zu heute in Grad Celsius.
Es sollte hier darauf hingewiesen werden, dass die in Abbildung 4.7 dargestellte ∆Tma-
Zeitskala auf einer Altersbestimmung des Eises basiert (siehe hierzu [36, Box 1]), die somit
als Input in das Modell mit einfließt, um gerade diese Aufgabe, na¨mlich die Bestimmung
des Eisalters, durchzufu¨hren. In diesem Sinne ist die Lo¨sung der Hauptaufgabe dieser
Dissertation ein einem Zirkelschluß unterworfenes Problem. Man kann sich von dieser
Schwa¨che nur dadurch lo¨sen, dass man die Altersbestimmung als ein iteratives Problem
betrachtet. Doch zuna¨chst ist das Problem der Altersbestimmung, wie es in Kapitel [2]
formuliert wurde, ein an sich technisch anspruchsvolles Problem, das erst gelo¨st werden
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muss, bevor die Frage der oben erwa¨hnten iterativen Altersbestimmung angegangen wer-
den kann.
4.9 Meeresspiegelvariation
Um die Ho¨he von Normal-Null an die Gegebenheiten der Vergangenheit anzupassen, wer-
den die Daten aus der SPECMAP-Rekonstruktion [26] der zeitlichen Entwicklung des
Meeresspiegelniveaus verwendet. Damit liegt ein Datensatz vor, der den Zeitrahmen, der
durch das oben beschriebene Vostok-Temperaturprofil gesteckt wird, voll abdeckt.
Abbildung 4.8: Evolution der Meeresspiegel-Ho¨he in Metern relativ zu heute.
Die Entwicklung des Meeresspiegel relativ zu heute ist in Abbildung 4.8 dargestellt. Auch
hier sind die mit den vier Klimazyklen einhergehenden Schwankungen gut zu erkennen.
Auch die SPECMAP-Rekonstruktion stellt wie die Klimageschichte eine Inputgro¨ße dar,
welche eigentlich von einem Klimamodell, hier der ganzen Erde, als Output geliefert wur-
de. Somit sollte man in Betracht ziehen, die Meeresspiegelvariation, ebenso wie die Klima-
geschichte, iterativ zu behandeln. Hierbei ist aber zu bedenken, dass das Meeresspiegel-
niveau nicht nur von den Vera¨nderungen in der Antarktis, sondern ebenso von denen auf
der Nordhalbkugel bestimmt wird. Ein iteratives Vorgehen fu¨r die Meeresspiegelvariation




In diesem Kapitel wird nun die in Kapitel [2] dargestellte Methode 2 der Altersbestim-
mung na¨her betrachtet. Da die Methode 2 mit der ebenfalls in Kapitel [2] beschriebenen,
numerisch sehr aufwendigen Methode 3 vergleichbar ist - sie fu¨hren beide auf die Lo¨sung
hyperbolischer Differentialgleichungen, die mit denselben numerischen Verfahren gelo¨st
werden ko¨nnen - wird hiermit auch der Grundstein fu¨r eine spa¨tere Implementierung
einer Altersberechnung nach der Methode 3 gelegt.
5.1 Die advektive Eisaltersgleichung
In einem kartesischen Koordinatensystem, mit x, y in der horizontalen Ebene, z als der ver-
tikalen Koordinate und der Zeit t lautet die Evolutionsgleichung des Eisalters A(x, y, z, t):
dA
dt
= 1, A(z = zs) = 0, (5.1)
mit der materiellen Zeitableitung d/dt und der freien Oberfla¨che des Eisschildes z =
zs(x, y, t). Diese Gleichung besagt, dass das Eis im Laufe eines Jahres ein Jahr a¨lter wird.
Mit der Bedingung am oberen Rand, der freien Oberfla¨che, dass das Eisalter hier Null
betra¨gt, da die Oberfla¨che des Eisschildes den Ort markiert an dem der Schnee, der spa¨ter
das Eis bildet, niedergeht.
















+ (gradA) ·v = 1, A(z = zs) = 0, (5.3)
mit der Geschwindigkeit v(x, y, z, t) mit der sich die Eispartikel durch das Eisschild be-
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wegen.

























+ div (vA) = 1 + A · div v, A(z = zs) = 0. (5.5)
Daraus ergibt sich, unter Annahme der Inkompressibilita¨t (div v = 0), die konservative,

















+ div (Av) = 1, A(z = zs) = 0. (5.7)
Im folgenden wird diese Gleichung betrachtet.
5.2 Das numerische Lo¨sungsverfahren
Im spa¨teren Verlauf dieses Kapitels wird auch Gleichung (5.6) den aus Kapitel [3] bekann-
ten Transformation unterzogen, doch zuna¨chst wird ein allgemeines, iteratives Verfahren
zur Lo¨sung des in der Gleichung beschriebenen Problems hergeleitet.
5.2.1 Allgemeines
Hierfu¨r werden die Abku¨rzungen f = Avx, g = Avy und h = Avz eingefu¨hrt, die die
Komponenten des Flußterms F = vA in x, y und z Richtung darstellen, so dass sich












= 1, A(z = zs) = 0. (5.8)
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Wird nun eine Diskretisierung in Raum und Zeit gema¨ß
xi = i∆x mit i = 0 . . . imax,
yj = j∆y mit j = 0 . . . jmax,
zk = k∆z mit k = 0 . . . kmax,
tn = n∆t mit n = 0 . . . nmax,
(5.9)













]× [tn, tn+1] (5.10)




























































































h(x, y, zk+ 1
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h(x, y, zk− 1
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1 dx dy dz dt = ∆x∆y∆z∆t.
(5.11)

















A(x, y, z, tn) dx dy dz (5.12)
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h(x, y, zk+ 1
2
, t) dx dy dt. (5.15)












































Da im Folgenden ein zeitlich explizites Verfahren betrachtet werden soll, approximiert
man die verschiedenen Flußterm zum Zeitpunkt n + 1
2
durch die entsprechenden Werte
zum jetzigen Zeitpunkt n. Aufgelo¨st nach dem zu bestimmenden Eisalter im na¨chsten
Zeitschritt, n+ 1, ergibt sich somit































An dieser Stelle ist es sinnvoll, die Gebietsgrenzen na¨her zu betrachten, da der Algorithmus
hier mo¨glicherweise auf Werte an Gitterpunkten außerhalb des Gebietes, also in nicht
definierten Punkten, zugreift.
• Die Ra¨nder in der Horizontalen (i = 0, imax bzw. j = 0, jmax) werden in unserem
Modell als eisfrei definiert, so dass alle hier beno¨tigten Werte Null gesetzt sind. Es
ist also ausreichend, nur das Teilintervall i = 1, . . . , imax−1 bzw. j = 1, . . . , jmax−1
zu betrachten.
• Anders die Ra¨nder in der Vertikalen! Hier ist eine gesonderte Behandlung des oberen
Randes und des unteren Randes notwendig.
Fu¨r den oberen Rand (k = kmax), die freie Oberfla¨che, ergibt sich aus der Dirichlet-
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Randbedingung A(z = zs) = 0:
An+1ijkmax = 0. (5.18)
Fu¨r den Boden (k = 0) verwendet man folgende Differenzengleichung



























Um nun aus diesem System exakter Differenzengleichungen (5.17), (5.18), (5.19) ein nu-
merisches Lo¨sungsverfahren herzuleiten, werden die gemittelten Werte durch Na¨herungen
der Form

































































und ψnij0 optionale “Dissipation Limiter” darstellen
[30]. Das sich daraus ergebende Lo¨sungsschema fu¨r explizite Verfahren lautet:
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5.2.2 First Order Upstream (UP1)
Es erfu¨llen zwar auch andere Verfahren die in (5.22), (5.23) und (5.24) gestellten Bedin-
gungen, aber die Untersuchungen von Greve et al. [19] haben gezeigt, dass das “First
Order Upstream” Verfahren eine fu¨r unsere Bedu¨rfnisse ausreichende Genauigkeit und
Stabilita¨t aufweist. Zusa¨tzlich ist das “First Order Upstream” Verfahren, aufgrund seiner
einfachen Struktur, mit relativ wenig Aufwand in den Programmcode von SICOPOLIS
implementierbar.
Bei dem UP1 werden Informationen, die fu¨r die Berechnung der Werte des na¨chsten Zeit-
schrittes n + 1 notwendig sind, nur in Fließrichtung transportiert. Daher definiert man


























































































































und ψnij0 zu Null.
Damit ergibt sich aus den Gleichungen (5.22), (5.23) und (5.24) das letztendlich zu ver-
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wendende Iterationsschema
k = kmax : A
n+1
ijk = 0, (5.26)
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5.3 Verhalten an den Grenzen des Eisschildes
Im Folgenden wird das Verhalten des vorgestellten Verfahrens an der Vereisungsgrenze,
die in der x- und der y-Richtung nicht mit den Grenzen des Gebietes u¨bereinstimmt,
betrachtet. Hier kann es vorkommen, dass, um das Eisalter im na¨chsten Zeitschritt zu
berechnen, Zustandsgro¨ßen an einem eisfreien Punkt beno¨tigt werden. Solche Gro¨ßen, in
unserem Falle das Eisalter und das Geschwindigkeitsfeld, sind im allgemeinen als Null
definiert.
In Abbildung 5.1 sind die drei mo¨glichen Zusta¨nde am Rande des Eisschildes schematisch
(1-dimensional) dargestellt. Fall a.) zeigt ein stabiles Eisschild, d.h. Gitterpunkte die zum
Zeitpunkt “n” eisfrei/vereist sind sind auch einen Zeitschritt spa¨ter eisfrei/vereist. Fall
b.) zeigt ein expandierendes, Fall c.) ein schrumpfendes Eisschild.
Abbildung 5.1: Punkte an der Vereisungsgrenze eines statischen (a.), wachsenden (b.) und
schrumpfenden (c.) Eisschildes. •markiert einen vereisten und ◦ einen eisfreien
Punkt.































Wendet man diese Gleichung auf die oben genannte Problemstellung an und nimmt ferner
an, dass die Geschwindigkeiten gro¨ßer als Null sind, so ergibt sich fu¨r das Eisalter an der
Stelle (i, n+ 1)











5.4. LO¨SUNG DER TRANSFORMIERTEN EISALTERSGLEICHUNG
























Es zeigt sich, dass das Verfahren fu¨r den eisfreien Punkt (i, n + 1) wie sie in den Fa¨llen
a.) und c.) auftreten, versagt, da es diesem ein Eisalter zuordnet.
Hingegen liefert es fu¨r vereiste Punkte innerhalb des Eisschildes, auch an der Vereisungs-
grenze, sinnvolle Werte. Dies gilt ebenso fu¨r ein Geschwindigkeitsfeld kleiner oder gleich
Null, wie sich leicht zeigen la¨ßt.
Es ist also bei der numerischen Implementierung des Verfahrens notwendig, das Eisalter
eisfreier Punkte in einem gesonderten Schritt Null zu setzten.
5.4 Lo¨sung der transformierten Eisaltersgleichung
Nachdem nun der Algorithmus zur Berechnung des Eisalters in allgemeiner Form vorliegt,
wird jetzt die fu¨r die Verwendung in SICOPOLIS angepaßte Form auf gleiche Weise
hergeleitet. Hierfu¨r wird die Eisaltersgleichung den in Kapitel [3.2] und [3.3.1] vorgestellten
Transformationen unterworfen.
Zuna¨chst spaltet man die drei-dimensionale Divergenz aus Gleichung (5.6) in einen zwei-
dimensionalen, horizontalen und einen vertikalen Anteil auf
∂A
∂t




Anschließend erha¨lt man durch Transformation des horizontalen Anteils gema¨ß der Trans-


















Auf diese teiltransformierte Gleichung wird nun die in Kapitel [3.3.1] vorgestellte σ-Trans-





g11Avy, h = Avz und γ =
√
g11g22 (5.35)
erha¨lt man in Analogie zu Gleichung (5.8) die volltransformierte Eisaltersgleichung
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Im weiteren werden nur noch die Gro¨ßen mit Indices c oder t beschriftet, deren Form bzw.
Bedeutung im Kalteisbereich sich von derjenigen im temperierten Bereich unterscheidet.













]× [τn, τn+1] (5.38)
integriert. Hierbei wird fu¨r jeden Term das jeweils zur Ableitung passende Integral ana-
lytisch gelo¨st, vergleichbar mit dem Vorgehen in Gleichung (5.11). Allerdings erschwert
die komplexere Struktur der einzelnen Integralterme deren Lo¨sung, da es vorkommen
kann, das mehrere Gro¨ßen von der jeweiligen Integrationsvariable abha¨ngen. Zum besse-
ren Versta¨ndnis des weiteren Vorgehens werden an dieser Stelle die Abha¨ngigkeiten der
einzelnen Gro¨ßen aus den Gleichungen (5.36) und (5.37) explizit aufgefu¨hrt:
A = (ξ, η, ζc/t, τ),
f = f(ξ, η, ζc/t, τ), g = g(ξ, η, ζc/t, τ), h = (ξ, η, ζc/t, τ),
Hc = Hc(ξ, η, τ), Ht = Ht(ξ, η, τ), zm = zm(ξ, η, τ), zb = zb(ξ, η, τ),
γ = γ(ξ, η).
(5.39)
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Im folgenden werden - der besseren U¨bersichtlichkeit halber separat von einander - die Ver-
einfachungen der verschiedenen Integralterme sowie die sich daraus ergebenden Ansa¨tze
fu¨r die Flußterme aufgefu¨hrt. Die analytische Lo¨sung der Integrale wurde mit Hilfe der Re-
gel fu¨r die partielle Integration1 sowie des Mittelwertsatzes der Integralrechnung2 durch-
gefu¨hrt [4]. Die hierbei auftretenden Mittelwerte werden durch die entsprechenden Werte
an der Zellenmitte approximiert.
Die Zeitableitung:





dτ = A(ξ, η, ζ, τn+1)− A(ξ, η, ζ, τn), (5.40)
















A(ξ, η, ζ, τn) dξ dη dζ. (5.41)

















































f(ξi, η, ζ, τ),
(5.42)
mit γ,ξ als abku¨rzende Schreibweise fu¨r die part. Ableitung von γ nach ξ.


































2Ist u(x) im Intervall [a, b] stetig, so gibt es ein x̂ ∈ (a, b) mit ∫ b
a
u(x) dx = (b− a) ·u(x̂).
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f(ξi, η, ζ, τ) dη dζ dτ. (5.44)



















































g(ξ, ηj, ζ, τ),
(5.45)













































g(ξ, ηj, ζ, τ) dξ dζ dτ. (5.47)


















































h(ξ, η, ζc;k, τ), (5.48)
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h(ξ, η, ζc;k+ 1
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h(ξ, η, ζc;k, τ) dξ dη dτ. (5.50)















h(ξ, η, ζt;k+ 1
2
, τ) − 1
Ht
h(ξ, η, ζt;k− 1
2
, τ), (5.51)























dξ dη dτ. (5.52)
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Die Zusatzterme in der Eisaltersgleichung fu¨r kaltes Eis:









































































































A(ξ, η, ζc;k, τ). (5.53)






































·A(ξ, η, ζc;k+ 1
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· f(ξ, η, ζc;k+ 1
2
, τ) dξ dη dτ, (5.56)
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· g(ξ, η, ζc;k+ 1
2





























· g(ξ, η, ζc;k, τ) dξ dη dτ. (5.59)
Die Zusatzterme in der Eisaltersgleichung fu¨r temperiertes Eis:













































































A(ξ, η, ζt;k, τ). (5.60)































·A(ξ, η, ζt;k+ 1
2
, τ) dξ dη dτ, (5.61)
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· f(ξ, η, ζt;k+ 1
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· g(ξ, η, ζt;k+ 1
2





















g(ξ, η, ζt;k, τ) dξ dη dτ. (5.66)
Unter Verwendung dieser Vereinfachungen und der verschiedenen Ansa¨tze ergibt sich aus
der Integration der Gleichung (5.36) u¨ber eine Zelle der Form (5.38) folgende Differenzen-






































































































und fu¨r die Integration von Gleichung (5.37) folgt die Differenzengleichung fu¨r temperier-
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Die Gleichungen (5.67) und (5.68) werden nun nach der zu berechnenden Gro¨ße An+1ijk
aufgelo¨st, wobei die einzelnen Terme mit n+ 1
2
zum Zeitschritt n ausgewertet werden und
man somit ein explizites Verfahren erha¨lt. Beru¨cksichtigt man dabei desweiteren die auf
Seite 64f eingefu¨hrten Randbedingungen und approximiert das Eisalter an einer etwaig
vorhandenen CTS, der Grenzschicht zwischen kaltem und temperiertem Eis, in der Art,




≤ 0 das Eisalter gema¨ß




> 0 die Gleichung fu¨r kt = ktmax verwendet, so erha¨lt man fu¨r den kalten
Bereich folgendes System von Differenzengleichungen
• kc = kcmax :
An+1ijkc;max = 0, (5.69)
• kc = 1, . . . , kcmax − 1:
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• kc = 0 :




















































und entsprechend fu¨r den temperierten Bereich das Gleichungssystem
• kt = ktmax :











































(Hnt;ijktmax −Hnt;ijktmax− 12 ), (5.72)
• kt = 1, . . . , ktmax − 1:
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• kt = 0:


















































Aus diesen beiden Differenzengleichungssystemen wird nun ein numerisches Lo¨sungsver-
fahren hergeleitet, indem die gemittelten Werte, wie schon im allgemeinen Fall in Glei-
chung (5.20) und Gleichung (5.21) aufgefu¨hrt, mit Na¨herungen ersetzt werden.
Diese lautet fu¨r das Eisalter
Anijk = Anijk (5.75)




































































































− ψnt;ijktmax , (5.82)
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Definiert man nun die gemittelten Altersterme in den Flußtermen gema¨ß des “First Order
Upstream” Verfahrens in Abha¨ngigkeit von der Fließrichtung, in voller Analogie zu Glei-
chung (5.25), und vernachla¨ssigt erneut die verschiedenen Dissipations-Limiter, so erha¨lt
man unter Verwendung dieser Na¨herungen folgendes Iterationsschema fu¨r den Kalteisbe-
reich
• kc = kcmax :
An+1ijkmax = 0, (5.107)
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und fu¨r den temperierten Bereich ergibt sich analog
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Die verschiedenen in diesen Iterationsschemata auftretenden Terme, die nicht an den ange-
gebenen Koordinaten definiert sind, wie z.B. (vx)
n
ijk oder ζc;k+ 1
2
werden durch eine einfach
Mittelung bestimmt. Die Ableitungen von Hc, Ht, zb und zm nach der Zeit t bzw. der Ko-
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ordinatenrichtung x oder y werden durch zentrale Differenzen approximiert. Die vertikale
Geschwindigkeitskomponente an der unteren Grenze des kalten bzw. temperierten Eises
(vz)ij0 wird durch (vz)ij 1
2
auf dem Staggered Grid ausgedru¨ckt.
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6 Numerische Simulationen
Als Grundlage fu¨r die Diskussion des neu implementierten Verfahrens zur Eisalterbe-
rechnung werden drei numerische Experimente, die sich nur hinsichtlich des Betrages des
verwendeten geothermen Wa¨rmeflusses unterscheiden, durchgefu¨hrt. In Szenario 1 wird
ein Wert von 55 mW/m2 verwendet, in Szenario 2 betra¨gt der Wert 50 mW/m2 und in
Szenario 3 nur noch 45 mW/m2. In allen drei Fa¨llen wird das antarktische Eisschild auf
dem in Kapitel [4] vorgestellten Gebiet mit einer horizontalen Auflo¨sung von 40 km si-
muliert, was zu einem Gitternetz mit 140 × 120 Knoten in der Horizontalen fu¨hrt. Die
Vertikalrichtung wird durch 80 Knoten im Kalteisbereich und weiteren 10 Knoten in einer
etwaig vorhandenen temperierten Schicht abgedeckt. Der exponentielle Streckparameter
a in der σ-Transformation des Kalteisbereiches wird mit einem Wert von 2 angesetzt.
Fu¨r alle drei Szenarien wird zuna¨chst ein “Steady-State”-Lauf durchgefu¨hrt, d.h. u¨ber
einen Zeitraum von 100 000 Jahren wird das Aufwachsen eines Eisschildes auf dem ent-
spannten Boden zb0 (siehe [4.3]) unter heutigen Klimabedingungen (Temperatur und
Schneefall) berechnet. Das Ergebnis dieser Rechnung dient als Ausgangszustand fu¨r die
anschließende tatsa¨chliche Simulation der Dynamik und Thermodynamik des antark-
tischen Eisschildes unter dem Einfluß der klimatischen Vera¨nderungen der, durch den
Vostok-Record (Kapitel [4.8]) abgedeckten, letzten vier Klimazyklen (422 000 Jahre). Die
Rechnungen erwiesen sich fu¨r eine Zeitschrittweite von 10 Jahren fu¨r die Berechnung der
Dynamik sowie der Thermodynamik als stabil. Fu¨r die Steady-State-La¨ufe zeigt sich eine
Zeitschrittweite von 50 Jahren als vo¨llig ausreichend.
6.1 Einfluß des geothermen Wa¨rmeflusses
Zuna¨chst werden die Fa¨higkeiten von SICOPOLIS das heutige antarktische Eisschild zu
reproduzieren untersucht. Hierfu¨r wird die jeweilige Ho¨he der Eisoberfla¨che u¨ber Normal
Null mit den Meßdaten, wie sie in Abbildung 4.2 vorgestellt wurden, verglichen. In den
Abbildungen 6.1, 6.2 und 6.3 sind die Abweichungen der berechneten Eisoberfla¨chentopo-
graphie als Differenzen (berechnete Werte zs minus Meßwerte zs,input dargestellt. Es zeigt
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sich, dass fu¨r alle drei Szenarien im o¨stlichen Teil der Ostantarktis ein zu flaches Eisschild
berechnet wird, wa¨hrend im westliche Teil, nahe der beiden großen Schelfeise, Ross und
Ronne-Filchner, und vorallem su¨dlicher des Transantarktischen Gebirges, im allgemeinen
eine zu hohe Eisdicke ermittelt wird. Ganz a¨hnlich sieht die Situation in der Westant-
arktis aus. Die berechnete Eisho¨he auf der antarktischen Halbinsel erweist sich als zu
hoch, wa¨hrend sie zwischen den großen Schelfeisen zu niedrig ist. Des weiteren zeigt sich,
dass in der Westantarktis nur minimale Unterschiede fu¨r die drei gewa¨hlten Werte des
geothermen Wa¨rmeflusses auftreten, wa¨hrend sich in der Ostantraktis hauptsa¨chlich die
Verteilung der Extremwerte a¨ndert. In Hinblick auf eine gleichma¨ßige Verteilung der Ab-
weichungen und einer Reduzierung extremer Werte wird Szenario 2 im Folgenden genauer
betrachtet und als Grundlage fu¨r weitere Rechnungen verwendet.
Szenario 1 Szenario 2 Szenario 3 Realita¨t[39]
Eisvolumen 25.93 · 106 km3 26.74 · 106 km3 27.65 · 106 km3 29.30 · 106 km3
Vergleicht man nun noch das sich aus den verschiedenen Rechnungen ergebende Eisvo-
lumen miteinander und mit dem des realen antarktischen Eisschildes (siehe Tabelle), so
zeigt sich, dass fu¨r alle drei Szenarien ein zu kleines Eisschild berechnet wird. Die Varia-
tion des geothermen Wa¨rmeflusses, der u¨ber dem Rechengebiet konstant gehalten wird,
erweist sich also als wenig wirksam die Qualita¨t der Simulation zu verbessern.
Abbildung 6.1: Abweichungen der simulierten Eisoberfla¨chentopographie (Szenario 1) von den
Meßwerten in Metern (zs − zs,input):
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Abbildung 6.2: Abweichungen der simulierten Eisoberfla¨chentopographie (Szenario 2) von den
Meßwerten in Metern (zs − zs,input):
Abbildung 6.3: Abweichungen der simulierten Eisoberfla¨chentopographie (Szenario 3) von den
Meßwerten in Metern (zs − zs,input):
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6.2 Eisalter
Der Vergleich der Ergebnisse des in dieser Arbeit hergeleiteten Lo¨sungsverfahrens mit den
Ergebnissen der bisherigen Eisalterberechnungsmethode1 (siehe [15] und [38]), sowie der
fu¨r den Vostok-Bohrkern verwendeten Datierung [36] ergibt ein uneinheitliches Bild.
Zum einen zeigen die Graphen der Altersverteilung u¨ber die Tiefe (die schwarzen Kurven
in Abb. 6.4) im Vergleich zu den mit der bisherigen Methode gewonnenen Plots (die roten
Kurven in Abb. 6.4) und der fu¨r den Vostok-Bohrkern verwendeten Datierung (gru¨ne Kur-
ve in 6.4c), dass das neue Verfahren u¨ber weite Teile der Eindringtiefe einen zu geringeren
Altersanstieg produziert, wa¨hrend dann in Bodenna¨he ein starkes Ansteigen des Eisalters
auftritt. Allerdings ist der erreichte Maximalwert mit Ausnahme von Dome C geringer als
der des alten Verfahrens, was durchaus sinnvoll erscheint. Das recht hohe Eisalter, das am
Boden von Dome C erreicht wird, erweist sich bei genauerer Betrachtung als nicht grund-
legend falsch, da fu¨r einen Dom die Horizontalkomponenten der Fließgeschwindigkeit in
Bodenna¨he naturgema¨ß sehr klein sind.
Abbildung 6.4: Berechnete Altersverteilungen u¨ber die Tiefe fu¨r die verschiedene Bohrpositio-
nen, links Kohnen-Station in der Na¨he von DML05, Mitte Dome C und rechts
Vostok-Station. Schwarz: Neues Verfahren. Rot: Bisheriges Verfahren, Gru¨n:
Altersverteilungen u¨ber die Tiefe fu¨r den Vostok-Bohrkern nach Petit et al.
[36].
1Numerische Integration der Gleichung (5.2) mittels zentraler Differenzen. Um Stabilita¨t zu gewa¨hrleis-
ten wird die Gleichung auf der rechten Seite durch den ku¨nstlichen, numerischen Diffusionsterm DA ∂
2A
∂z2 ,
mit der kleinen Diffusivita¨t DA, erga¨nzt.
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Besonders augenfa¨llig wird der zu geringe Altersanstieg des neuen Verfahrens, wenn man
die Temperaturdaten, die aus dem Vostok-Bohrkern gewonnen wurden, mit der entspre-
chenden Alterverteilung u¨ber die Tiefe (die schwarze Kurve in Abb. 6.4c) neu datiert.
Die so gewonnene zeitliche Entwicklung der Temperatur (Abb. 6.5) deckt einen fu¨r vier
Klimazyklen viel zu kurzen Zeitraum der Erdgeschichte ab. Die zwischen den einzelnen
Warm- bzw. Eiszeiten liegenden Zeitintervalle sind deutlich zu kurz und noch dazu von
unterschiedlicher La¨nge, selbst die aus diesem Graphen ersichtliche Zeitspanne zwischen
der letzten, der Eem-Warmzeit und der heutigen Neo-Warmzeit ist deutlich ku¨rzer als die
erwarteten 96000 Jahre (siehe Seite 14 und [35, 20, 2]).
Abbildung 6.5: Die aus dem Vostok-Bohrkern gewonnene Entwicklung der Jahresmitteltem-
peratur datiert nach dem neuen Verfahren. (siehe auch 6.4 c). Variation der
Temperatur relativ zu heute in Grad Celsius. Siehe zum Vergleich Abb. 4.7.
Andererseits zeigen die Abbildungen des Eisalters auf 90% Tiefe (Abb. 6.6) bzw. 99%
Tiefe (Abb. 6.7) ein glaubhafteres Bild des Eisalters, das stark mit der Bodentopographie
verknu¨pft ist. Hingegen zeigen die, durch das alte Verfahren berechneten, Abbildungen auf
90% Tiefe (Abb. 6.8) bzw. 99% Tiefe (Abb. 6.9) ein recht einheitliches Eisalter, hohe Werte
werden nur am Rand des Eisschildes am Boden diverser Eisstro¨me erreicht. Ein Einfluß der
Bodentopographie auf das Eisalter in Bodenna¨he erscheint aber recht wahrscheinlich, da
sich in Ta¨ler bzw. in Stro¨mungsrichtung gesehen hinter Bergen so etwas wie “Totwasser”
ausbilden ko¨nnen, also Bereiche in denen die Fließgeschwindigkeit des Eises Null betra¨gt,
und somit Eis in diesen Bereichen fu¨r lange Zeit verbleibt.
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Abbildung 6.6: Mit dem neuen Verfahren berechnetes Eisalter in ka auf 90% Tiefe:
Abbildung 6.7: Mit dem neuen Verfahren berechnetes Eisalter in ka auf 99% Tiefe:
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Abbildung 6.8: Mit bisheriger Berechnungsmethode ermitteltes Eisalter in ka auf 90% Tiefe:
Abbildung 6.9: Mit bisheriger Berechnungsmethode ermitteltes Eisalter in ka auf 99% Tiefe:
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6.3 Heute, Gestern, Morgen
Nun ist es aber auch interessant, das antarktische Eisschild zu anderen Zeiten zu betrach-
ten. Wie sah das Eisschild wa¨hrend einer Eiszeit oder zu einer fru¨heren Warmzeit aus?
Welchen Einfluß hat die globale Erwa¨rmung auf das Eisschild? Kurz wie vera¨ndert sich
das Eisschild unter dem Einfluß der verschiedenen Klimazusta¨nde in Ausdehnung bzw.
Eisma¨chtigkeit und in seiner Dynamik?
Abbildung 6.10: Entwicklung der Jahresmitteltemperatur u¨ber die letzten 422 000 Jahre.
Die punktierten Linien bei 22 000 bzw. 128 000 markieren das Last-Glacial-
Maximum bzw. die Eem-Warmzeit.
Um diesen Fragen nachzugehen, werden nun die Ergebnisse des Szenarios 2 zum einen bei
22 000 Jahren vor Heute, dem Temperaturminimum der letzten Eiszeit, dem sogenannten
“Last Glacial Maximum” (LGM), zum anderen zum Ho¨hepunkt der letzten Warmzeit, der
Eem-Warmzeit, um 128 000 Jahren vor Heute, (siehe Abbildung 6.10), mit dem simulierten
Eisschild von Heute verglichen. Der Temperaturunterschied zu Heute betra¨gt fu¨r das
Last Glacial Maximum ∆Tma = -8.82
◦C und fu¨r den ausgewa¨hlten Zeitpunkt der Eem-
Warmzeit ∆Tma = +2.21
◦C.
Gleichfalls werden die Ergebnisse verschiedener Klimaszenarien fu¨r eine fortschreitende
globale Erwa¨rmung betrachtet. Hierzu wird eine zuku¨nftige Temperaturentwicklung in
der Su¨dpolregion fu¨r die na¨chsten tausend Jahre, als Fortfu¨hrung der in Kapitel [4.8]
vorgestellten Klimaentwicklung, ermittelt. In dem IPCC-Report von 2001 [34] wird ein
Ansteigen der globalen Jahresmitteltemperatur um 1.4 ◦C bis 5.8 ◦C in den na¨chsten ein-
hundert Jahren vorhergesagt. Ein solcher Anstieg fu¨hrt aber in den Polargebieten der
Erde aufgrund positiver Feedbackprozesse, wie z.B. der Reduzierung der Albedo durch
eine geringere Eis- und Schneebedeckung der Erde, zu einem weit ho¨heren Temperatur-
anstieg, wa¨hrend sich die Temperatur in der Na¨he des A¨quators im Mittel kaum a¨ndert.
In welchem Maße sich aber die Jahresmitteltemperatur an den Polen mit der globalen
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Jahresmitteltemperatur a¨ndert ist nur schwer zu bestimmen. Die Erwa¨rmung in den Po-
largebieten wird aber wahrscheinlich u¨ber dem globalen Mittel liegen.
Da der Autor noch immer die Hoffnung hegt, dass die Menschheit ihren Fehler einge-
steht und Maßnahmen zu dessen Korrektur ergreift, wird bei den Rechnungen von einem
sich mit der Zeit abschwa¨chenden Temperaturanstieg ausgegangen, der sich asymptotisch
einem Maximalwert anna¨hert (siehe Abb. 6.11).
Abbildung 6.11: Angenommene Entwicklung der Jahresmitteltemperatur (∆Tma,max = 12 ◦C)
Fu¨r die Simulationen eines zuku¨nftigen antarktischen Eisschildes wurde ein Ansteigen
der Jahresmitteltemperatur auf einen Maximalwert ∆Tma,max von 6
◦C, 12 ◦C und 18 ◦C
angenommen.
Die Ergebnisse der Simulation der Eem-Warmzeit (Abbildung 6.13 und 6.16) und des
Last-Glacial-Maximums (Abbildung 6.14 und 6.17) zeigen auf den ersten Blick ein u¨ber-
raschendes Ergebnis. Das Volumen des Eisschildes (siehe Tabelle 6.1) zur Eem-Warmzeit,
mit ihrer 2.21 ◦C ho¨heren Jahresmitteltemperatur, ist gro¨ßer als die des heutigen Eisschil-
des und des Eisschildes zur Zeit des fast 9 ◦C ka¨lterem LGM. Dies la¨ßt sich aber dadurch
erkla¨ren, dass die Massenbilanz eines Eisschildes von drei Temperatur abha¨ngigen Fakto-
ren bestimmt wird:
1. Die Schneefallrate, die mit steigender Temperatur zunimmt und unterhalb einer
gewissen Grenztemperatur nahezu Null betra¨gt, siehe hierzu auch Gleichung (4.2).
2. Der Ablation, d.h. dem Massenverlust durch Schmelzen an der Oberfla¨che. Diese ist
aber im Normalfall fu¨r den u¨berwiegenden Teil der Antarktis mit ihrer sehr niedrigen
Oberfla¨chentemperatur (Abbildung 6.15) vernachla¨ssigbar klein.
3. Den Massenverlust durch Kalben am Rand, der stark von dem Massentransport aus
dem Inneren des Eisschildes und somit von der Fließgeschwindigkeit abha¨ngt.
Beru¨cksichtigt man diese Zusammenha¨nge zeigt sich, dass in der Eem-Warmzeit das Eis-
schild vor allem in Randna¨he, aufgrund der etwas ho¨heren Schneefallrate als heute, dicker
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Abbildung 6.12: Heute: Ho¨he der Eisoberfla¨che bezu¨glich Normal Null in km.
Abbildung 6.13: Eem: Ho¨he der Eisoberfla¨che in km (links); Differenz der Eisoberfla¨chento-
pographie zu heute (rechts).
Abbildung 6.14: LGM: Ho¨he der Eisoberfla¨che in km (links); Differenz der Eisoberfla¨chento-
pographie zu heute (rechts).
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Abbildung 6.15: Heute: Oberfla¨chentemperatur in ◦C (links); lokaler Volumenfluß in m2/a
(rechts).
Abbildung 6.16: Eem: Oberfla¨chentemperatur in ◦C (links); lokaler Volumenfluß in m2/a
(rechts).
Abbildung 6.17: LGM: Oberfla¨chentemperatur in ◦C (links); lokaler Volumenfluß in m2/a
(rechts).
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Abbildung 6.18: Erwa¨rmung um 6 ◦C: Ho¨he der Eisoberfla¨che in km (links); Differenz der
Eisoberfla¨chentopographie zu heute (rechts).
Abbildung 6.19: Erwa¨rmung um 12 ◦C: Ho¨he der Eisoberfla¨che in km (links); Differenz der
Eisoberfla¨chentopographie zu heute (rechts).
Abbildung 6.20: Erwa¨rmung um 18 ◦C: Ho¨he der Eisoberfla¨che in km (links); Differenz der
Eisoberfla¨chentopographie zu heute (rechts).
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Abbildung 6.21: Erwa¨rmung um 6 ◦C: Oberfla¨chentemperatur in ◦C (links); lokaler Volumen-
fluß in m2/a (rechts).
Abbildung 6.22: Erwa¨rmung um 12 ◦C: Oberfla¨chentemperatur in ◦C (links); lokaler Volu-
menfluß in m2/a (rechts).
Abbildung 6.23: Erwa¨rmung um 18 ◦C: Oberfla¨chentemperatur in ◦C (links); lokaler Volu-
menfluß in m2/a (rechts).
101
KAPITEL 6. NUMERISCHE SIMULATIONEN
ist (Abbildung 6.13), im Inneren aber flacher, da die gro¨ßere Fließgeschwindigkeit durch
die Akkumulation nicht vollsta¨ndig kompensiert werden kann. Ein dieser Annahmen ent-
sprechendes Bild ergibt sich auch fu¨r das Eisschild wa¨hrend des LGM. Wegen der extrem
niedrigen Oberfla¨chentemperatur (Abbildung 6.17) sind die Niederschla¨ge u¨ber dem Eis-
schild nahezu zum Erliegen gekommen, wa¨hrend der Massenfluß (Abbildung 6.17) zwar
deutlich kleiner ist als heute oder in der Eem-Warmzeit, aber doch immer noch vorhanden
ist.
Ob diese Ergebnisse der Wirklichkeit entsprechen la¨ßt sich nur schwer feststellen, Informa-
tionen u¨ber die Eisdicke und Ausdehnung des antarktischen Eisschildes zu vergangenen
Zeiten sind naturgema¨ß nur schwer zu erhalten. Allerdings lassen sich aus Sedimentbohr-
kernen unter den Schelfeisen Informationen u¨ber die ra¨umliche und zeitliche Verteilung
von Ablagerungen aus Material, das das Eis vom Felsboden ablo¨ste und mit sich trug,
gewinnen. Aus diesen Informationen kann man Ru¨ckschlu¨sse auf die Ausdehnung des
Eisschildes und den Volumenfluß ziehen.
∆Tma,max Eisvolumen Volumen- Meeresspiegel-
a¨nderung anstieg
[◦C] [km3] % [m]
Heute – 26.741 · 106 – –
Eem-Warmzeit +2.21 26.765 · 106 +0.09 −0.05
Last-Glacial-Maximum -8.82 ◦C 24.856 · 106 −0.70 +4.58
Erwa¨rmungs Szenario 1 6 ◦C 26.423 · 106 −1.19 +0.77
Erwa¨rmungs Szenario 2 12 ◦C 23.639 · 106 −11.60 +7.54
Erwa¨rmungs Szenario 3 18 ◦C 18.901 · 106 −29.32 +19.06
Tabelle 6.1: Die einzelnen Simulationen, deren Temperaturunterschied zu Heute, das berech-
nete Volumen des antarktischen Eisschildes, die Volumena¨nderung und der damit
verbundene Meeresspiegelanstieg.
Betrachtet man nun die Ergebnisse der Szenarien globaler Erwa¨rmung so zeigt Abbildung
6.18, dass schon bei einer Erwa¨rmung um 6 ◦C ein deutlicher Masseverlust am Rand des
Eisschildes auftritt, ein Effekt der sich erwartungsgema¨ß mit steigender Temperatur noch
versta¨rkt (Abbildung 6.19 fu¨r 12 ◦C bzw. 6.20 fu¨r 18 ◦C). Die Abbildungen zeigen aber
auch, dass im Inneren des ostantarktischen Eisschildes kaum Vera¨nderungen auftreten,
da hier die Oberfla¨chentemperatur (Abbildung 6.21 bis 6.23) sehr niedrig ist und selbst
bei einem Anstieg um 18 ◦C noch mehrere 10 ◦C unter dem Gefrierpunkt liegt. Die ver-
gleichsweise hohe Oberfla¨chentemperatur am Rand fu¨hrt zu einer merklichen Erho¨hung
des Volumenflusses, der in den Abbildungen 6.21 bis 6.23 fu¨r die verschiedenen Szenarien
dargestellt ist.
102
6.3. HEUTE, GESTERN, MORGEN
Vorallem der in der Tabelle 6.1 angegebene Meeresspiegelanstieg bei den verschiede-
nen Erwa¨rmungs-Szenarien verdeutlicht die enormen Auswirkungen die eine solche Er-
derwa¨rmung zur Folge haben wu¨rde.
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7 Zusammenfassung und Ausblick
Wie die Diskussion der Ergebnisse zeigte, konnte das neue Verfahren zur Eisalterberech-
nung nicht vollsta¨ndig u¨berzeugen. Ebenso wie bei dem bisher verwendeten Verfahren,
wurden in Bodenna¨he Alterswerte errechnet, die den Integrationszeitraum der Simulation
teilweise weit u¨ber steigen, allerdings erscheinen hohe Werte des Eisalters in Anbetracht
der Topographie des Bodens mit ihren Ho¨hen und Senken als durchaus sinnvoll. Desweite-
ren wird das Eisalter in den oberen Schichten des Eisschildes kleiner als erwartet berechnet
und auch der Altersanstieg mit zunehmender Tiefe fa¨llt geringer aus als beispielsweise bei
der, die Wirklichkeit recht gut wiedergebenden Datierung des Vostok-Bohrkerns. Ob dies
aber ein Fehler des Verfahrens selbst ist muß sich erst noch zeigen, da die Simulationen
im allgemeinen eine ehr schlechte U¨bereinstimmung mit der Realita¨t aufweisen.
Der Vergleich der Ergebnisse verschiedener Erderwa¨rmungsszenarien mit dem heutigen
Eisschild und dem Eisschild zur Zeit der Eem-Warmzeit sowie der letzten Eiszeit, ergibt
ein erschreckendes Bild der Zukunft. Schon ein Anstieg der lokalen Jahresmitteltempe-
ratur um 6 ◦C, ein Betrag der wie dargelegt wurde durchaus im Bereich des Mo¨glichen
liegt, fu¨hrt zu einem Volumenverlust von 315 000 km3 und damit einhergehend zu einem
Meeresspiegelanstieg von fast 80 cm. Ein sta¨rkeres Ansteigen der Temperatur u¨ber der
Antarktis wu¨rde weit katastrophalere Auswirkungen zeigen.
Solche Ergebnisse lassen es angebracht erscheinen auch weiterhin numerische Simulatio-
nen der gro¨ßten Eismasse der Erde durchzufu¨hren und deren Qualita¨t zu erho¨hen. Eine
erhebliche Verbesserung ist vorallem durch die Implementierung eines ra¨umlich variablen
geothermen Wa¨rmeflußes [40] zu erwarten. Gegebenenfalls ist eine neuerliche Untersu-
chung der Parametrisierung der zeitlichen Schneefallanpassung (Gleichung (4.2)) no¨tig.
Aber auch die Verfeinerung der horizontalen Auflo¨sung auf 20 km oder gar 10 km Gitter-
weite und die Implementierung alternativer numerischer Lo¨sungverfahren fu¨r Gleichungen,
wie z.B. der Temperaturgleichung im Kalteisbereich oder der Wassergehaltsgleichung im
temperierten Eis, auf Basis der TVD-Verfahren bieten die Mo¨glichkeit das Eisschildmodell
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